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ABSTRAK 

Hasan, Much. Fuad. 2017. Sifat-sifat Submodul Maksimal dalam Modul 

Perkalian. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: 

(I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Ari Kusumastuti, M.Si, M.Pd. 

Kata kunci: modul perkalian, submodul maksimal. 

Dalam teori modul terdapat modul khusus yang disebut modul perkalian 

(multiplication module). Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan elemen 

satuan dan   adalah  -modul, maka   disebut modul perkalian jika untuk setiap 

submodul   di   terdapat ideal presentasi   di gelanggang   sehingga berlaku 

     . Selain itu juga dikenal submodul maksimal  yang ada dalam suatu  -

modul  , yang termotivasi dari definisi ideal maksimal dalam suatu gelanggang 

 , yaitu dengan memandang gelanggang   sebagai modul atas dirinya sendiri (  

adalah  -modul). Tujuan penelitian ini adalah untuk mempelajari sifat-sifat 
submodul maksimal dalam modul perkalian. 

Akhirnya dapat disimpulkan bahwa beberapa sifat yang terdapat dalam 

ideal maksimal dalam suatu gelanggang dapat dibawa menjadi sifat-sifat 

submodul maksimal dalam modul perkalian, yaitu: 

1. Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan satuan,   adalah  -modul 

perkalian dan   adalah submodul dari  . Maka submodul maksimal memuat 

semua submodul sejati dari  . 

2. Misalkan   adalah  -modul perkalian dengan   adalah lapangan dan   adalah 

submodul dari  , maka   adalah submodul maksimal jika dan hanya jika 

    adalah submodul sederhana. 

3. Misalkan   adalah gelanggang Artinian dan   adalah  -modul perkalian maka 
setiap submodul maksimal adalah submodul prima. 
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ABSTRACT 

Hasan, Much. Fuad. 2017. The Properties of Maximal Submodule in the 

Multiplication Module. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of 

Science and Technology, Islamic State University of Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Advisor: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd. (II) Ari Kusumastuti, 

M.Si, M.Pd. 

Keyword: multiplication module, maximal submodule. 

In the module theory there is a special module called multiplication 

module. Let   is a commutative ring with unity and   is  -module, then   is 

called multiplication module if for every   submodule in   there is  presentation 

ideal   in   so that          . It is also known to be the maximal submodule 

present in an  -module  , which is motivated from the maximal ideal definition 

in an ring  , by looking at the ring   as a module over itself (  is  -module). The 
purpose of this article is to describe maximal submodule properties in the 

multiplication module. 

Finally it can be concluded that some of the properties contained in the 

maximal ideal in an ring can be brought into the maximal submodule properties in 

the multiplication module: 

1.  Let   be the commutative ring with unity,   is  -multiplication module and   

is a submodule of  . Then maximal submodule contains every proper 

submodule of  . 

2.  Let   be the  -multiplication module with   is the field and   is the 

submodule of  , then   is maximal submodule if only if     is a simple 

module. 

3. Let   be the Artinian ring and   is the  -multiplication module then every 
maximal submodule is prime submodule. 
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 ملخص 

. بجث خصائص الوحدات الفرعية كحد أقصى وحدة الضرب. ۲٠۱٧حسن, محمّد فؤد. 
يم الإسلامية جامعي. قسم الرياضيات. كلية العلوم والتكنولوجيا. جامعة مولانا مالك إبراى

( أ ري كسومستوتي ۲) الداجستير اكرعبد الشالدكتور  (۱الحكومية مالانج. الدشرف )
 الداجستير.

 : وحدة الضرب، الوحدات الفرعية القصوى.الكلمة المفتاحية

تكون الساحة   في نظرية وحدة ىناك وحدة خاصة تسمى وحدة الضرب. اسمحوا 
  يسمى وحدة الضرب إذا كان لكل   وحدة، ثم  - ىو   التبادلية مع عنصر الوحدة و 

. ومن          أرينا بحيث يتم تطبيق  Rىناك مثالية للعرض الأول في   سوبودول في 
، الذي ىو الدافع من   -وحدة  الدعروف أيضا أن الحد الأقصى من سوبودول موجودة في 

  ىو   أرينا وحدة خاصة بها )  النظر في ، أي من خلال  التعريف الدثالي الأقصى في الساحة 
وحدة(. وكان الغرض من ىذه الدراسة لدراسة خصائص الحبيبات الفرعية القصوى في وحدة 

 الضرب.
وأخيرا يمكن استنتاج أن بعض الخصائص الواردة في مثالية القصوى في الساحة يمكن أن 

 :يتوضع في خصائص الحد الأقصى سوبودول في وحدة الضرب، وى
ىو    وحدة الضرب و -  ىو  يكون الساحة كوموتاتيف مع وحدات،    السماح  .۱

   .ثم الحد الأقصى سوبودول يحتوي على جميع الحلقات الفرعية الحقيقية من .  سوبودول من
 ، ثم   يجري سوبودول من   يجري الحقل و   وحدة مع -  أن يكون الضرب   اسمحوا  .۲

 .ىو سوبودول بسيطة       د الأقصى سوبودول إذا وفقط إذاىو الح   
ثم كل سوبودول ىو سوبودول    ىو الضرب وحدة   تكون الساحة أرتينيان و   اسمحوا  .۳

 .رئيس الوزراء
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Al-Quran adalah sumber ilmu pengetahuan sekaligus sumber ajaran agama 

Islam. Ilmu menempati kedudukan yang sangat penting dalam ajaran Islam, hal ini 

terlihat dari banyaknya ayat al-Quran yang memandang orang berilmu dalam 

posisi yang tinggi dan mulia serta banyak hadits-hadits nabi yang memberi 

dorongan bagi umatnya untuk terus menuntut ilmu (Hidayat, 2016). Allah Swt 

telah mengingatkan pentingnya menuntut ilmu di dalam surat at-Taubah/9:122.  

                             

                         “ 

“Tidak sepatutnya bagi mukminin itu pergi semuanya (ke medan perang). mengapa tidak 

pergi dari tiap-tiap golongan di antara mereka beberapa orang untuk memperdalam 

pengetahuan mereka tentang agama dan untuk memberi peringatan kepada kaumnya 

apabila mereka telah kembali kepadanya, supaya mereka itu dapat menjaga dirinya” 

(QS. at-Taubah/9:122). 

Ayat ini adalah asal perintah untuk menuntut ilmu, karena makna ayat 

tersebut adalah tidaklah patut semua mukmin keluar untuk berjihad, sedangkan 

nabi Muhammad Saw berada di Madinah tidak ikut berperang. Jika setiap orang 

pergi berjihad, maka tidak akan ada lagi generasi muda. Oleh karena itu, 

sebaiknya ada satu kelompok pergi berjihad dan kelompok lain menetap untuk 

mendalami ilmu agama serta menjaga kaum wanita. Dengan demikian apabila 

kelompok yang pergi berjihad kembali dari medan perang, maka kelompok
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penuntut ilmu mengajarkan kepada mereka hukum-hukum syariat (al-Qurtubi, 

2007:732). 

Ilmu pengetahuan yang memiliki manfaat sangat besar dalam kehidupan 

salah satunya adalah matematika. Pentingnya matematika tidak lepas dari 

perannya dalam segala jenis dimensi kehidupan. Banyak persoalan kehidupan 

yang memerlukan kemampuan menghitung dan mengukur. Menghitung mengarah 

pada aritmetika (studi tentang bilangan) dan mengukur mengarah pada 

geometri (studi tentang bangun, ukuran dan posisi benda). Aritmetika dan 

geometri merupakan dasar dari matematika. Saat ini, banyak ditemukan kaidah 

atau aturan untuk memecahkan masalah-masalah yang berhubungan dengan 

pengukuran, yang biasanya ditulis dalam rumus atau formula matematika, dan ini 

dipelajari dalam aljabar (Syahwahid, 2011). Oleh karena besarnya manfaat ilmu 

matematika maka sangat penting juga untuk mempelajari dan mendalami ilmu 

matematika tersebut. 

Salah satu cabang ilmu dalam matematika adalah aljabar abstrak. Materi 

dalam aljabar abstrak yang paling sederhana adalah struktur aljabar. Suatu 

himpunan tak kosong   dengan satu atau lebih operasi biner di   disebut struktur 

aljabar atau sistem aljabar (Raisinghania dkk, 1980:29). Beberapa bagian dari 

struktur aljabar yang memenuhi sifat-sifat tertentu adalah grup, gelanggang, dan 

modul. Himpunan tak kosong dengan dua operasi biner yang memenuhi sifat 

tertentu disebut dengan gelanggang. 

Dalam teori gelanggang terdapat struktur penting yang dinamakan ideal. 

Suatu subgelanggang   dari gelanggang   disebut ideal dari   jika untuk setiap 

    maka                 dan                 (Dummit 
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dkk, 2004:242). Ideal   disebut ideal trivial jika idealnya hanya       dan 

gelanggang   itu sendiri. Ideal   disebut ideal sejati jika    . Ideal   disebut 

ideal maksimal dari gelanggang   jika     dan ideal yang memuat   adalah   

dan   (Dummit dkk, 2004:253).  

Modul adalah generalisasi dari ruang vektor yaitu dengan memperluas 

struktur lapangan pada ruang vektor menjadi gelanggang yang strukturnya lebih 

umum. Jika   adalah  -modul,   disebut submodul dari   jika   adalah subset 

dari   dan memenuhi aksioma-aksioma modul. Suatu submodul   dari   

dikatakan maksimal jika     dan untuk setiap   submodul dari   dengan 

      maka     atau     (Irwan dkk, 2012). Dalam teori modul juga 

dipelajari tentang modul perkalian. Suatu  -modul   disebut  -modul perkalian 

jika untuk setiap submodul   dari  , ada suatu ideal   di   sedemikian sehingga 

     . Ideal   yang memenuhi       pada definisi tersebut disebut ideal 

presentasi dari   (Arifin, 2008). 

 Setiap gelanggang dapat dipandang sebagai grup abelian terhadap operasi 

penjumlahan. Oleh karena itu, setiap gelanggang dapat dipandang sebagai modul 

atas dirinya sendiri. Hal ini membuka peluang bagi konsep-konsep pada 

gelanggang untuk digeneralisasikan ke teori modul. 

Pada penelitian sebelumnya telah dijelaskan oleh Samsul Arifin (2008), 

bahwa beberapa sifat dalam ideal prima dalam suatu gelanggang dapat dibawa 

menjadi sifat-sifat submodul prima dalam suatu modul perkalian. Dalam 

penelitian ini dipelajari tentang sifat-sifat submodul maksimal dalam modul 

perkalian dan juga dipelajari tentang sifat-sifat ideal maksimal mana saja yang 

dapat dibawa ke sifat-sifat submodul maksimal dalam suatu modul perkalian. Dari 
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uraian di atas, penulis membahas tentang sifat-sifat submodul maksimal dalam 

modul perkalian dengan judul “Sifat-sifat Submodul Maksimal dalam Modul 

Perkalian”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang, maka rumusan masalah penelitian ini adalah 

bagaimana sifat-sifat submodul maksimal dalam modul perkalian? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian ini adalah 

mendeskripsikan sifat-sifat submodul maksimal dalam modul perkalian. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Dengan adanya penelitian ini penulis berharap agar pembahasan ini 

bermanfaat bagi berbagai kalangan dalam mempelajari dan memperdalam 

wawasan mengenai teori modul, khususnya dalam sifat-sifat submodul maksimal 

dalam modul perkalian. 

. 

1.5 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini yaitu pendekatan 

penelitian kepustakaan (library research). Kajian yang diambil tentang ideal dan 

sifat-sifatnya, teori modul, dan modul perkalian. 

Analisis sifat-sifat submodul maksimal dalam modul perkalian ini melalui 

langkah-langkah sebagai berikut : 
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1. Mendeskripsikan sifat-sifat ideal maksimal yang dapat dibawa ke sifat-sifat 

submodul maksimal, yaitu: 

a. Pada gelanggang   dengan elemen satuan, setiap ideal sejati termuat dalam 

ideal maksimal. 

b. Misalkan   adalah gelanggang komutatif, ideal   adalah ideal maksimal 

jika dan hanya jika gelanggang hasil bagi     adalah lapangan. 

c. Misalkan   adalah gelanggang komutatif maka setiap ideal maksimal dari 

  adalah ideal prima. 

2. Mendeskripsikan keterkaitan antara ideal dan submodul. 

3. Mendeskripsikan sifat-sifat submodul maksimal dalam modul perkalian. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Agar dalam membaca hasil penelitian ini pembaca mudah memahami dan 

tidak menemukan kesulitan, maka dalam penyajiannya ditulis berdasarkan suatu 

sistematika yang secara garis besar dibagi menjadi empat bab, yaitu: 

Bab I Pendahuluan 

Pada bab ini meliputi beberapa subbab yaitu latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini meliputi beberapa subbab yaitu tentang gelanggang, ideal, 

modul, modul perkalian, dan kajian agama. 
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Bab III Pembahasan 

Pada bab ini meliputi subbab yang mendeskripsikan tentang sifat-sifat 

submodul maksimal dalam modul perkalian dan kajian agama. 

Bab IV Penutup 

Pada bab ini meliputi subbab yaitu kesimpulan serta saran-saran yang 

berkaitan dengan permasalahan yang dikaji. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Gelanggang 

Definisi 2.1.1 

1. Suatu gelanggang   adalah himpunan dengan dua operasi biner   dan   

(disebut penjumlahan dan perkalian) yang memenuhi beberapa aksioma: 

a.       adalah grup abelian. 

b. Operasi perkalian bersifat assosiatif di  , yaitu: 

                 untuk setiap        . 

c. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan di 

 , yaitu: 

                    , dan  

                    untuk setiap        . 

2. Gelanggang   disebut gelanggang komutatif jika operasi perkalian 

memenuhi sifat komutatif, yaitu         untuk setiap      . 

3. Gelanggang   dikatakan mempunyai identitas perkalian (atau disebut 

gelanggang dengan satuan) jika terdapat     sehingga         

  untuk setiap     (Dummit dkk, 2004:223). 

Selanjutnya untuk lebih menyederhanakan penulisan operasi perkalian 

akan dinotasikan dengan     daripada     untuk setiap      . Identitas dari 

operasi penjumlahan dinotasikan dengan   dan identitas dari operasi perkalian 

dinotasikan dengan 1, sedangkan invers dari operasi penjumlahan pada suatu 

elemen   di gelanggang   dinotasikan dengan  –    dan invers dari operasi 

perkalian dinotasikan dengan    . 
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Dalam tulisan ini gelanggang yang digunakan adalah gelanggang 

komutatif dengan satuan dengan dua operasi biner yaitu penjumlahan sebagai 

operasi pertama dan perkalian sebagai operasi kedua yang dinotasikan dengan 

        yang selanjutnya untuk mempersingkat penulisan dinotasikan dengan  .  

Contoh: 

Akan dibuktikan bahwa himpunan bilangan bulat   dengan operasi 

penjumlahan dan perkalian         adalah suatu gelanggang. 

1.       adalah grup abelian. 

a.  Operasi   tertutup di  . 

Ambil sebarang      , maka      . 

b.  Operasi   bersifat assosiatif di  . 

Ambil sebarang        , maka 

               . 

c. Mempunyai identitas terhadap operasi   yaitu bilangan     sehingga 

untuk sebarang     berlaku          . 

d. Mempunyai invers terhadap operasi  . Artinya untuk setiap     

terdapat        sehingga berlaku                . 

e. Operasi   bersifat komutatif di  . 

Ambil sebarang       sehingga berlaku           

Terbukti bahwa       adalah grup abelian. 

2. Operasi   bersifat assosiatif di  . 

Ambil sebarang        , maka 

               . 

3. Operasi   bersifat distributif terhadap operasi   di  . 
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Ambil        , maka 

a.                     

b.                     

Oleh karena itu terbukti bahwa         adalah gelanggang. 

Definisi 2.1.2 

Suatu gelanggang dengan satuan     (identitas operasi pertama tidak sama 

dengan identitas operasi kedua) disebut gelanggang pembagian (division ring) 

jika setiap elemen tak nol     mempunyai invers terhadap operasi 

perkalian artinya untuk setiap     terdapat     sehingga         

  (Dummit dkk, 2004:224). 

Dengan kata lain suatu gelanggang         disebut dengan gelanggang 

pembagian jika setiap elemen di   yang tidak sama dengan identitas operasi 

pertama mempunyai invers terhadap operasi kedua. 

Contoh: 

Himpunan semua bilangan real   dengan operasi penjumlahan dan perkalian 

merupakan gelanggang pembagian, karena setiap elemen tak nol di   

mempunyai invers terhadap operasi perkalian. 

Definisi 2.1.3 

Suatu gelanggang pembagian komutatif dengan satuan   disebut dengan 

lapangan (field) (Dummit dkk, 2004:224). 

Contoh:  

Himpunan semua bilangan rasional   dengan operasi penjumlahan dan 

perkalian         merupakan lapangan karena         adalah gelanggang 

komutatif dan         gelanggang pembagian. 
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Definisi 2.1.4 

Misalkan   adalah suatu gelanggang 

1. Suatu elemen tak nol   di   disebut dengan pembagi nol (zero divisor) jika 

terdapat elemen tak nol   di   sedemikian sehingga       atau 

     . 

2. Asumsikan   adalah gelanggang dengan satuan    . Suatu elemen   di 

  disebut unit pada   jika terdapat elemen   di   sedemikian sehingga 

         . Himpunan unit pada   dinotasikan dengan    (Dummit 

dkk, 2004:226).  

Contoh:  

Gelanggang bilangan bulat         tidak mempunyai pembagi nol dan hanya 

mempunyai unit          . 

Definisi 2.1.5 

Gelanggang komutatif dengan satuan     disebut daerah integral (integral 

domain) jika tidak mempunyai pembagi nol (Dummit dkk, 2004:228). 

Contoh:  

Gelanggang bilangan bulat         merupakan daerah integral karena tidak 

mempunyai pembagi nol. 

Teorema 2.1.6 

Suatu gelanggang tidak mempunyai pembagi nol jika dan hanya jika 

memenuhi sifat kanselasi (Raisinghania dkk, 1980:327). 

Bukti: 

    Misalkan   adalah gelanggang yang tidak mempunyai pembagi nol. 

Misalkan         dengan     dan        , maka: 
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                (dioperasikan dengan invers      ) 

          

          (sifat distributif) 

         (karena     dan   adalah tidak mempunyai pembagi nol) 

   . 

Sehingga terbukti memenuhi sifat kanselasi kiri. 

Selanjutnya akan dibuktikan sifat kanselasi kanan juga terpenuhi di  . 

Misalkan         dengan     dan        , maka: 

        

                (dioperasikan dengan invers      ) 

          

          (sifat distributif) 

         (karena     dan   adalah tidak mempunyai pembagi nol) 

   . 

Sehingga terbukti bahwa sifat kanselasi terpenuhi di  . 

    Misalkan   adalah gelanggang yang memenuhi sifat kanselasi. Akan 

ditunjukkan bahwa   tidak memiliki pembagi nol. Misalkan untuk      , 

jika       dan     maka: 

      

        

    

Selanjutnya      , jika       dan     maka: 
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Sehingga jika       maka     atau     yang artinya   tidak 

mempunyai pembagi nol. 

Teorema 2.1.7 

Suatu lapangan tidak mempunyai pembagi nol (Raisinghania dkk 1980:327). 

Bukti: 

Jika   adalah lapangan maka   adalah gelanggang komutatif dengan elemen 

satuan dan setiap elemen tak nol dari   mempunyai invers terhadap operasi 

perkalian. Akan dibuktikan bahwa   tidak mempunyai pembagi nol. 

Misalkan   dan   adalah sebarang elemen dari   sedemikian sehingga 

      

Untuk     terdapat      , maka: 

      

                

            

      

    

Sehingga untuk    , jika       maka    . 

Selanjutnya untuk     terdapat      , maka: 
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Sehingga untuk    , jika       maka    . 

Jadi jika       maka     atau    . Oleh karena itu terbukti bahwa   

tidak mempunyai pembagi nol. 

Karena lapangan tidak mempunyai pembagi nol maka dapat disimpulkan 

bahwa setiap lapangan adalah daerah integral.  

Suatu subhimpunan   dari gelanggang   adalah subgelanggang dari   jika 

  memenuhi aksioma-aksioma gelanggang terhadap operasi yang sama dengan di 

 . 

Teorema 2.1.8 

Suatu subhimpunan   dari gelanggang   disebut subgelanggang jika dan 

hanya jika memenuhi: 

a.     

b. Untuk     dan     maka       dan       (Gallian, 2012:248). 

Bukti: 

    Misalkan     yang memenuhi a dan b. Akan dibuktikan bahwa   

adalah subgelanggang dari  . 

1.   adalah grup abelian. 

Karena     artinya terdapat    . Maka        . Sehingga   

mempunyai elemen identitas yaitu  . Karena       maka        

 . Jadi setiap unsur di   mempunyai invers. 

Ambil        , maka        . Karena   gelanggang maka   

             . Jadi operasi   bersifat assosiatif di  . 
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Ambil       maka       karena   gelanggang maka        . 

Jadi operasi + bersifat komutatif di  . 

2. Operasi perkalian bersifat asosiatif di  . 

Ambil sebarang         maka        . Karena   gelanggang maka: 

                

3. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan di  . 

Ambil sebarang         maka        . Karena   gelanggang maka: 

a.                     

b.                     

Karena   memenuhi aksioma-aksioma gelanggang sehingga terbukti bahwa   

adalah subgelanggang dari  . 

    Misalkan   adalah subgelanggang dari   maka   memenuhi aksioma-

aksioma gelanggang terhadap operasi yang sama dengan di  . ambil       

maka terdapat          sehingga             . Selanjutnya 

ambil       karena   memenuhi aksioma-aksioma gelanggang sehingga 

     . Jadi terbukti bahwa jika   subgelanggang maka   memenuhi a dan 

b. 

Berdasarkan Teorema 2.1.8 Untuk menunjukkan bahwa subset   dari 

gelanggang   adalah subgelanggang, cukup ditunjukkan bahwa   adalah 

himpunan tak kosong, operasi pengurangan tertutup di  , dan operasi perkalian 

tertutup di  . 

Contoh: 

1. Setiap gelanggang merupakan subgelanggang dari dirinya sendiri.  
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2. Akan dibuktikan bahwa          untuk setiap      merupakan 

subgelanggang atas gelanggang        . Cukup ditunjukkan bahwa 

    , operasi pengurangan ( ) tertutup di    dan operasi perkalian (  ) 

tertutup di   . 

a. Karena          maka     . 

b. Ambil sebarang        maka       dan       untuk suatu 

     . Akan dibuktikan operasi   tertutup di   , yaitu: 

                

         

Karena       sehingga         maka           . Oleh 

karena itu terbukti bahwa operasi – tertutup di   . 

c. Ambil sebarang         sehingga       dan       untuk suatu 

     . Akan dibuktikan operasi   tertutup di   , yaitu: 

                

           

Karena         maka           dan             . Oleh 

karena itu terbukti bahwa operasi   tertutup di   . 

Sehingga terbukti bahwa          adalah subgelanggang dari        . 

 

2.2 Ideal 

Definisi 2.2.1 

Misalkan   adalah gelanggang, dan   adalah subset dari   dan    . 

1.               dan              . 

2. Suatu subset    dari   adalah ideal kiri dari   jika: 
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a.   adalah subgelanggang dari  , dan 

b.   tertutup terhadap perkalian kiri dengan elemen dari   (     , untuk 

setiap    ). 

Suatu subset   adalah ideal kanan dari   jika: 

a.   adalah subgelanggang dari  , dan 

b.   tertutup terhadap perkalian kanan dengan elemen dari   (     , 

untuk setiap    ). 

3. Jika subset   adalah ideal kiri dan ideal kanan maka   disebut ideal dari  . 

Suatu ideal disebut ideal sejati jika    . Ideal     disebut ideal trivial 

(Dummit dkk, 2004:242). 

 Sama halnya pada himpunan, ideal pada dasarnya dapat dibagi menjadi 

dua jenis yaitu ideal tidak sejati dan ideal sejati. Suatu ideal   pada gelanggang   

dikatakan ideal tidak sejati jika     dan dikatakan ideal sejati jika    . Ideal 

sejati dibagi menjadi dua jenis, yaitu ideal sejati trivial (atau disebut ideal trivial) 

dan ideal sejati nontrivial. Ideal   dikatakan ideal sejati trivial jika       dan 

dikatakan ideal sejati nontrivial jika     dan       (Halikin, 2015). 

Contoh: 

1. Jika   adalah gelanggang, subgelanggang   dan     adalah ideal. 

2. Misalkan         adalah suatu gelanggang dan          untuk setiap 

     adalah subgelanggang dari        . Akan ditunjukkan bahwa 

         adalah ideal dari        . 

a. Karena telah diketahui bahwa          untuk setiap      adalah 

subgelanggang dari         maka terbukti bahwa      untuk setiap 

    . 
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b. Akan  ditunjukkan          untuk setiap      tertutup terhadap 

operasi perkalian kiri dan kanan dengan setiap elemen dari        , 

yaitu: 

Ambil      dan    , maka      , untuk suatu    . Maka 

         dan                     . Selain itu, 

         dan             . Jadi         dan      

  . 

Karena          adalah ideal kanan dan ideal kiri maka terbukti bahwa 

         adalah ideal dari        . 

Definisi 2.2.2 

Misalkan   adalah subhimpunan dari gelanggang   

1. Misalkan 〈 〉 menotasikan ideal terkecil dari   yang memuat  , maka 〈 〉 

disebut ideal yang dibangun oleh  . 

2. Misalkan     menotasikan himpunan semua penjumlahan dari perkalian 

setiap anggota    dan   yang didefinifikan dengan                

                       (jika     maka       . 

Sama halnya                                       

dan              
        

          
       

              .  

3. Suatu ideal yang dibangun oleh satu elemen disebut dengan ideal utama 

(principal ideal). 

4. Suatu ideal yang dibangun oleh suatu himpunan yang berhingga disebut 

ideal yang dibangun secara berhingga (finitely generated ideal) (Dummit 

dkk, 2004:251). 
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Contoh: 

Pada ideal trivial,   dan   keduanya adalah ideal utama karena   〈 〉 dan  

  〈 〉. 

Teorema 2.2.3 

Misalkan   adalah ideal dari gelanggang  , maka himpunan semua koset   

    dinotasikan dengan     adalah gelanggang terhadap operasi: 

1. Penjumlahan yang didefinisikan dengan:                    . 

2. Perkalian yang didefinisikan dengan:                     

untuk setiap       (Raisinghania dkk, 1980:371). 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa     adalah gelanggang. 

1.     adalah grup abelian. 

a. Operasi penjumlahan tertutup di    . 

Ambil sebarang             maka  

                       . 

b. Operasi penjumlahan bersifat assosiatif di    . 

Ambil sebarang      ,      ,          , maka: 

(           )                          

 (       )    

 (       )    

                 

                      

c. Mempunyai identitas terhadap operasi penjumlahan. 
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      merupakan unsur di    , dan untuk sebarang          , 

berlaku: 

                        

                        

Jadi     adalah identitas penjumlahan di    . 

d. Mempunyai invers terhadap operasi penjumlahan. 

Ambil sebarang       maka terdapat (      )     , sehingga 

berlaku: 

      (      )  ((      )   )      

(      )        (      )        

Jadi        adalah invers penjumlahan dari     

e. Operasi penjumlahan bersifat komutatif. 

Ambil sebarang                , maka: 

                    

         

             

2.  Operasi perkalian bersifat assosiatif di     

Ambil sebarang                      , maka: 

(           )                         

           

           

       (       ) 
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3. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan di    . 

Ambil sebarang                      , maka: 

a. (           )         (       )        

 (       )    

 (           )    

 (       )  (       ) 

 (           )  (           ) 

b.       (           )         (       ) 

 (       )    

 (           )    

 (       )  (       ) 

 (           )  (           ) 

Sehingga terbukti bahwa     adalah gelanggang. 

 Selanjutnya dibahas mengenai definisi terurut parsial, batas atas, batas 

bawah, dan elemen maksimal untuk mempermudah memahami Teorema 2.2.7. 

Definisi 2.2.4 

Himpunan tak kosong   disebut terurut parsial dengan relasi     jika 

memenuhi aksioma di bawah ini: 

1.     untuk setiap    . 

2. Jika     dan     maka     untuk setiap      . 

3. Jika     dan     maka     untuk setiap         (Adamson, 

1998:40). 
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Contoh: 

Misalkan    adalah himpunan bulat positif maka    terurut parsial dengan 

relasi “ ”, karena: 

1. Untuk setiap      berlaku    . 

2. Untuk setiap       , berlaku     dan     maka    . 

3. Untuk setiap          berlaku     dan     maka    . 

Definisi 2.2.5 

Elemen     disebut batas atas pada subhimpunan     jika untuk setiap 

    berlaku    , dan disebut batas bawah pada subhimpunan     jika 

untuk setiap     berlaku     (Adamson, 1998:42). 

Contoh: 

Himpunan             adalah himpunan yang terbatas di atas dengan 

batas atas adalah sebarang elemen dari   yang lebih dari 2. Himpunan   tidak 

memiliki batas bawah sehingga himpunan   tidak terbatas di bawah. 

Definisi 2.2.6 

Misalkan   adalah himpunan tak kosong. Elemen     disebut elemen 

minimal jika untuk setiap     maka berlaku jika     maka    . 

Sebaliknya     disebut elemen maksimal jika untuk setiap     maka 

berlaku jika     maka     (Adamson, 1998:42). 

Contoh: 

Misalkan                       dengan relasi habis dibagi “  , maka 

dapat dibuat diagram sebagai berikut: 
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dari diagram tersebut dapat diketahui bahwa elemen maksimalnya adalah 12, 

20 dan 25. 

Lema 2.2.7 

Misalkan himpunan   terurut parsial maka setiap rantai di dalamnya memiliki 

batas atas di dalam himpunan  , sehingga himpunan   memiliki suatu elemen 

maksimal (Dummit dkk, 2004:909). 

Bukti: 

Misalkan   adalah himpunan terurut parsial dan setiap rantai di dalamnya 

memiliki batas atas. Kemudian diandaikan bahwa   tidak memiliki elemen 

maksimal. Ambil sebarang rantai   di himpunan   yang memiliki batas atas 

   di rantai  , artinya      untuk setiap    . Berdasarkan hipotesis    

bukanlah elemen maksimal di  , artinya terdapat     sehingga berlaku 

     dan     . Maka jelas bahwa     karena      dan 

  merupakan batas atas dari  . Selain itu juga akan terdapat           

sehingga berlaku               dan seterusnya yang berarti bahwa 

rantai   tidak mempunyai batas atas. 

Kemudian dapat diperoleh juga bahwa rantai       juga rantai dengan batas 

atas    . Berdasarkan hipotesis     bukan elemen maksimal di  , 
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sehingga terdapat             yang berakibat                 dan 

                , artinya rantai       tidak mempunyai batas atas. 

Seterusnya akan selalu terbentuk rantai baru yang lebih panjang dan tidak 

memiliki batas atas di rantai tersebut. Sehingga telah timbul kontradiksi 

karena telah disebutkan bahwa setiap rantai di himpunan   memiliki batas 

atas. Jadi pengandaian salah dan haruslah himpunan   memiliki minimal satu 

elemen maksimal. Dengan demikian, terbukti bahwa jika   adalah himpunan 

terurut parsial dan setiap rantai di dalamnya mempunyai batas atas di  , maka 

  mempunyai minimal satu elemen maksimal. 

Definisi 2.2.8 

Suatu ideal   pada sebarang gelanggang   disebut ideal maksimal jika 

    dan ideal yang memuat   adalah   dan    (Dummit dkk, 2004:253). 

Contoh: 

Telah diketahui bahwa pada          adalah ideal dari gelanggang        , 

sehingga dari ideal          dapat dibentuk suatu rantai yaitu: 

           

           

             

Dari rantai tersebut didapatkan bahwa ideal maksimal dari         adalah 

              dengan   adalah suatu bilangan prima. Karena untuk setiap 

bilangan prima  ,    merupakan ideal yang tidak termuat dalam ideal sejati 

lain di         sehingga    merupakan ideal maksimal di        . 



24 

 

 

Teorema-teorema yang disajikan di bawah ini juga sangat berguna dalam 

memberikan pemahaman teorema-teorema yang berkaitan dengan submodul 

maksimal dalam modul perkalian. 

Teorema 2.2.9 

Pada gelanggang   dengan elemen satuan, setiap ideal sejati termuat dalam 

ideal maksimal (Dummit dkk, 2004:254). 

Bukti : 

Misalkan   adalah ideal sejati dari   maka    . Misalkan   adalah 

himpunan semua ideal sejati di   yang memuat  , sehingga     karena 

   . Himpunan   terurut parsial dengan relasi     , karena untuk sebarang 

ideal-ideal sejati           , berlaku: 

1.       untuk setiap     . 

2. Jika      dan       maka      . 

3. Jika       dan       maka      . 

Misalkan   adalah rantai di himpunan   dan didefinisikan himpunan   

⋃      yang merupakan gabungan dari semua ideal   di rantai  . 

Himpunan   merupakan ideal karena: 

a. Karena     maka    . 

b. Jika       maka terdapat       sehingga berlaku     dan    . 

Karena   adalah suatu rantai di himpunan   maka     atau     

sehingga diperoleh       karena jika     maka untuk setiap     

berlaku     dan berlaku juga         untuk sebarang    . 

Selanjutnya jika     maka untuk setiap     berlaku     dan 

berlaku juga         untuk sebarang    . Artinya      . 
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Untuk sebarang     dan ideal A juga berlaku       karena     

   . Oleh karena itu terbukti bahwa himpunan   ideal. 

Selanjutnya andaikan   bukan ideal sejati maka berlaku    . Dengan 

definisi  , maka diperoleh     untuk suatu ideal   di rantai  , sehingga 

berlaku    . Dari sini terjadi kontradiksi karena setiap ideal   merupakan 

ideal sejati. Oleh karena itu terbukti bahwa setiap rantai di himpunan   

memiliki batas atas. 

Karena setiap rantai di himpunan   memiliki batas atas, maka dengan 

menggunakan Lema 2.2.7 maka himpunan   pasti mempunyai suatu elemen 

maksimal, yaitu sebuah ideal maksimal yang membuat ideal  . Oleh karena 

itu terbukti bahwa setiap ideal sejati   di ring   termuat dalam sebuah ideal 

maksimal. 

Definisi 2.2.10 

Misalkan   adalah gelanggang komutatif. Ideal   disebut ideal prima jika 

a.    , dan 

b. Misalkan       dan      , maka salah satu dari   atau   adalah 

elemen dari   (Dummit dkk, 2004:254). 

Contoh: 

Telah diketahui bahwa          merupakan ideal dari gelanggang        . 

Misalkan     adalah suatu bilangan prima yang memenuhi         . 

         merupakan ideal prima dari gelanggang         karena jika 

       maka      atau     . Ambil contoh bilangan prima     

sehingga          merupakan ideal prima dari         karena untuk       

maka           untuk      dan     . 
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Teorema 2.2.11 

Misalkan   adalah gelanggang komutatif, ideal   adalah ideal maksimal jika 

dan hanya jika gelanggang hasil bagi     adalah lapangan (Dummit dkk, 

2004:254). 

Bukti: 

    Karena   adalah gelanggang komutatif dengan satuan, maka 

gelanggang hasil bagi     juga gelanggang komutatif dengan satuan. 

Misalkan   adalah ideal maksimal, akan dibuktikan bahwa     adalah 

lapangan. Untuk itu harus ditunjukkan bahwa setiap elemen tak nol di     

mempunyai invers. 

Misalkan     adalah sebarang elemen tak nol dari     sedemikian 

sehingga         dan    . 

Misalkan   adalah ideal yang dibangun oleh   sehingga            , 

karena penjumlahan dari dua ideal dari   adalah juga ideal di   sehingga 

    juga merupakan ideal di   yang memuat  . 

Karena     dan      dan            , sehingga ideal   

termuat dalam    . Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa      . 

Misalkan diambil sebarang    , maka   dapat ditulis dengan     

    sehingga      . Karena untuk setiap     dan       

sehingga      . Karena   adalah ideal maksimal maka       

atau      . Perhatikan bahwa             dan    , hal 

ini mengakibatkan       sehingga terbukti bahwa      . 

Karena     maka            untuk suatu     dan     . 

Sehingga             . Akibatnya: 
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                 maka     . 

Dengan cara yang sama, maka: 

                 

Sehingga                   . Oleh karena itu terbukti bahwa 

setiap elemen tak nol di     mempunyai invers terhadap operasi perkalian, 

sehingga     adalah lapangan. 

    Misalkan   adalah ideal dari   dan     adalah lapangan. Akan 

ditunjukkan bahwa   adalah ideal maksimal di  . Misalkan   adalah ideal 

dari   yang memuat  , maka setiap elemen di   yang termuat di   juga 

termuat di  . Untuk menunjukkan bahwa     cukup ditunjukkan bahwa 

setiap elemen di   yang tidak termuat di   akan termuat di  . 

Misalkan   adalah sebarang elemen di   yang tidak termuat di   maka 

    dan        . Oleh karena itu     adalah elemen tak nol 

dari    . 

Karena   memuat  , maka terdapat elemen   di   yang tidak termuat di   

sehingga     juga elemen tak nol dari    . Karena     adalah lapangan, 

maka: 

Untuk                , maka: 

                  

                  

              

        

Karena    adalah ideal, maka untuk         dan    , berlaku: 
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Sehingga setiap elemen di   yang tidak termuat di   juga termuat di  . Oleh 

karena itu setiap elemen di   termuat di  , artinya    . Karena     dan 

    maka    . Jadi terbukti bahwa   adalah ideal maksimal dari  .  

Teorema 2.2.12 

Misalkan suatu gelanggang komutatif   dengan elemen satuan. Maka   

merupakan ideal prima jika dan hanya jika     merupakan daerah integral 

(Dummit dkk, 2004:255). 

Bukti: 

    Misalkan   adalah ideal prima dan   adalah gelanggang komutatif 

dengan satuan, sehingga     juga gelanggang komutatif dengan satuan. 

Karena   adalah ideal prima maka     sehingga          . Akan 

dibuktikan bahwa     tidak memiliki pembagi nol. Ambil sebarang     

        dengan                . Artinya           

sehingga      . Karena   merupakan ideal prima, ini berarti bahwa      

atau    , yaitu         atau        . Jadi,     tidak memiliki 

pembagi  nol sehingga     merupakan daerah integral. 

    Misalkan     adalah daerah integral. Ambil sebarang       dengan 

     . Artinya                      , sehingga     

    atau        , yaitu     atau    . Jadi terbukti bahwa   adalah 

ideal prima. 
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Akibat 2.2.13 

Misalkan   adalah gelanggang komutatif maka setiap ideal maksimal dari   

adalah ideal prima (Dummit dkk, 2004:255). 

Bukti: 

Misalkan   adalah ideal maksimal dari   maka dari Teorema 2.2.11 

diketahui bahwa     adalah lapangan. Dari Teorema 2.1.11 diketahui bahwa 

setiap lapangan adalah daerah integral sehingga dari Teorema 2.2.12 terbukti 

bahwa   adalah ideal prima. 

 Selanjutnya akan dibahas mengenai gelanggang Artinian dan teorema 

yang terkait yang berguna untuk membantu pembahasan di bab III. 

Definisi 2.2.14 

Misalkan   adalah gelanggang.   disebut gelanggang Artinian jika setiap 

rantai turun atas idealnya membentuk rantai yang stasioner atau dengan kata 

lain,   disebut gelanggang Artinian jika setiap himpunan tak kosong atas 

idealnya memuat suatu unsur minimal (Fauziah dkk, 2009). 

Contoh: 

Akan dibuktikan bahwa himpunan bilangan bulat modulo 6 yang dinotasikan 

dengan    dengan operasi penjumlahan dan perkalian          adalah 

gelanggang. 

1.        adalah grup abelian. 

Untuk mempermudah membuktikan bahwa        adalah grup abelian 

akan disajikan tabel penjumlahan Cayley sebagai berikut: 
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+  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

Dari tabel penjumlahan Cayley tersebut diketahui bahwa operasi   

tertutup di   , operasi   bersifat asosiatif di       , mempunyai elemen 

identitas yaitu  ̅, setiap elemen di    mempunyai invers terhadap operasi 

penjumlahan, operasi   bersifat komutatif di   . Jadi        adalah grup 

abelian. 

2.  Operasi   bersifat asosiatif di   . 

Untuk membuktikan operasi   bersifat asosiatif ditunjukkan terlebih dahulu 

tabel perkalian Cayley sebagai berikut: 

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

Dari tabel perkalian Cayley tersebut dapat diketahui bahwa untuk sebarang 

          berlaku:  

                

Jadi operasi   bersifat asosiatif di   

3.  Operasi   bersifat distributif terhadap operasi   di   . 

Dari tabel perkalian Cayley tersebut dapat diketahui bahwa untuk sebarang 

          berlaku: 
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a.                     

b.                     

Jadi operasi   distributif terhadap operasi   di   . 

Oleh karena itu          adalah gelanggang. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa          adalah gelanggang Artinian 

dengan menentukan semua rantai turun yang terbentuk dari ideal di          

dan dengan menentukan semua unsur minimalnya. 

Pertama ditentukan terlebih dahulu semua ideal sejati yang ada di         , 

yaitu: 

〈 ̅〉    ̅          { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅} 

〈 ̅〉    ̅            ̅  ̅  ̅  

〈 ̅〉    ̅            ̅  ̅  

〈 ̅〉    ̅            ̅  ̅  ̅  

〈 ̅〉  { ̅        }  { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅} 

Dari ideal-ideal tersebut dapat didapatkan suatu rantai, yaitu: 

a. 〈 ̅〉  〈 ̅〉  〈 ̅〉, dari rantai ini dapat diketahui unsur minimalnya adalah 

〈 ̅〉 karena juga termuat di 〈 ̅〉 dan 〈 ̅〉. 

b. 〈 ̅〉  〈 ̅〉  〈 ̅〉 dari rantai ini dapat diketahui unsur minimalnya adalah 

〈 ̅〉 karena juga termuat di 〈 ̅〉 dan 〈 ̅〉. 

Jadi, karena pada setiap rantai ideal di          terdapat unsur minimal, maka 

         adalah gelanggang Artinian. 
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Teorema 2.2.15 

Misalkan   gelanggang komutatif dengan satuan. Jika   adalah gelanggang 

Artinian maka setiap ideal prima dari   adalah ideal maksimal (Fauziah dkk, 

2009). 

Bukti: 

Misalkan   gelanggang komutatif dengan satuan dan   adalah gelanggang 

Artinian. Akan ditunjukkan setiap ideal prima di   adalah ideal maksimal. 

Misalkan   ideal prima dari  . Karena   ideal prima maka     adalah 

daerah integral. Karena     daerah integral dan   gelanggang Artinian, 

maka     adalah gelanggang Artinian. Ambil sebarang 〈 〉      dengan 

   . Karena 〈 〉      maka rantai turunnya adalah: 

〈  〉  〈  〉  〈  〉    〈  〉  〈    〉    〈  〉 untuk      . 

Karena rantai turunnya stasioner, maka terdapat 〈  〉  〈    〉. Karena 

〈  〉  〈    〉 maka terdapat    〈    〉. Karena    〈    〉 maka 

terdapat           untuk suatu      . Oleh karena hukum kanselasi 

berlaku di    , maka: 

          

          

      

Karena       dan          , maka      . Artinya   mempunyai 

invers. Akibatnya, setiap unsur tak nol di     mempunyai invers sehingga 

    adalah lapangan. Karena     adalah lapangan maka terbukti bahwa   

adalah ideal maksimal. 
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2.3 Pengertian Dasar Modul  

Definisi 2.3.1 

Misalkan   adalah gelanggang (tidak harus komutatif atau dengan satuan). 

Himpunan   disebut  -modul kiri dari   jika: 

1.   adalah grup abelian terhadap operasi penjumlahan. 

2. Terdapat aksi dari   ke   (aksi adalah pemetaan      ) yang 

dinotasikan dengan    , untuk setiap     dan     yang memenuhi: 

a.                , untuk setiap       dan    . 

b.                , untuk setiap       dan    . 

c.                , untuk setiap     dan      . 

Jika   adalah gelanggang dengan satuan maka: 

d.      , untuk setiap     (Dummit dkk, 2004:337). 

Contoh: 

1.  Diberikan gelanggang         dan        adalah suatu grup abelian. 

Akan ditunjukkan bahwa        merupakan modul atas        . 

a.                , untuk setiap       dan         . 

Ambil sebarang             dan  ̅        , maka: 

       ̅                     

 {(        ) (        ) (        )  } 

 {(             ) (             ) (      

       )  } 

                                                   

                                   

     ̅      ̅  
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b.                , untuk setiap             dan         . 

Ambil sebarang             dan  ̅        , maka: 

       ̅                     

 {(        ) (        ) (        )  } 

 {(        ) (        ) (        )  } 

                            

                    

       ̅  

c.                , untuk setiap           dan     

      . 

Ambil sebarang           dan  ̅  ̅        , sehingga diperoleh: 

  ( ̅   ̅)                                 

                               

 {(         ) (         ) (         )  } 

 {(             ) (             ) (             )  } 

                                                   

                                   

 (   ̅)      ̅  

d. Ambil sebarang            dan ambil sebarang       . sehingga 

diperoleh: 

   ̅                               ̅ 

Oleh karena itu terbukti bahwa       . merupakan modul atas gelanggang 

        . 
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2.  Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan satuan, maka gelanggang 

  adalah  -modul. 

Definisi 2.3.2 

Misalkan   adalah gelanggang dan   adalah  -modul. Himpunan   disebut 

 -submodul jika: 

1.   adalah subgrup dari   

2.       untuk setiap     dan     (Dummit dkk, 2004:337). 

 Pada dasarnya submodul dapat dibagi menjadi dua yaitu submodul tidak 

sejati dan submodul sejati. Submodul   dari suatu modul   disebut submodul 

submodul tidak sejati jika    , dan dikatakan submodul sejati jika    . 

Contoh:  

Telah diketahui bahwa        merupakan modul atas gelanggang        . 

Selanjutnya akan dibentuk submodul-submodul   dari       . 

             }     

                ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   

                ̅  ̅  ̅   

                ̅  ̅   

Oleh karena itu dapat diketahui bahwa submodul dari        adalah    

   ,    { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅},      ̅  ̅  ̅ , dan      ̅  ̅ . 

Teorema 2.3.3 

Misalkan   adalah gelanggang,   adalah  -modul dan   adalah submodul 

dari  . Grup hasil bagi     (dengan operasi penjumlahan dan bersifat 

komutatif) dapat dijadikan suatu  -modul dengan mendefinisikan aksi dari 

suatu elemen di   dengan: 
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               , untuk setiap             (Dummit dkk,  

2004:348). 

Bukti: 

Misalkan       dan            , akan ditunjukkan bahwa     

adalah  -modul. 

a.                (       )     

                  

                      

                  

b.                          

              

              

              

c.   (           )                

  (       )    

  (           )    

                      

                  

d.                 

       

Sehingga terbukti bahwa     adalah  -modul. 

Teorema 2.3.4 

Misalkan     adalah submodul dari  -modul  . Penjumlahan dari   dan   

didefinisikan dalam himpunan: 
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Penjumlahan dari dua submodul   dan   adalah submodul (Dummit dkk,  

2004:349). 

Bukti: 

Untuk menunjukkan penjumlahan dari dua submodul adalah submodul, 

dimisalkan   adalah  -modul dan   dan   merupakan submodul dari  . 

Ambil sebarang           sehingga          dan          

untuk setiap         dan        . Karena   dan   adalah submodul 

maka         dan        , akibatnya               

                           . 

Selanjutnya ambil sebarang    . Karena   dan   adalah submodul, maka 

      dan      , akibatnya                          

   . Oleh karena itu terbukti bahwa     merupakan submodul dari  .  

Definisi 2.3.5 

Misalkan   adalah  -modul dan            adalah submodul dari  . 

1. Penjumlahan dari            adalah himpunan dari semua 

penjumlahan berhingga dari himpunan    yaitu                

   . Penjumlahan ini dinotasikan dengan           . 

2. Untuk suatu subhimpunan   dari  . Misalkan                

                                       (jika       

maka    ). Jika   adalah suatu himpunan berhingga              

dapat ditulis               untuk    .     disebut submodul 

dari   yang dibangun oleh  . Jika   adalah submodul dari   dan 
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     , untuk suatu   subhimpunan dari  .   disebut himpunan 

pembangun dari   dan dapat disebut juga   dibangun oleh  . 

3. Suatu submodul   dari   disebut dibangun secara berhingga (finitely 

generated) jika terdapat suatu subhimpunan berhingga   dari   

sedemikian sehingga      . Artinya   dibangun oleh suatu 

subhimpunan berhingga (Dummit dkk,  2004:351). 

Definisi 2.3.6 

Suatu submodul   dari   dikatakan maksimal jika     dan untuk setiap   

submodul dari   dengan       maka     atau     (Irwan dkk, 

2012). 

Contoh: 

Diberikan    merupakan  -modul. Dari contoh Definisi 2.3.2 telah diketahui 

bahwa submodul dari    adalah      ̅        ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ,    

  ̅  ̅  ̅ , dan      ̅  ̅ . Sehingga dapat diketahui bahwa submodul 

maksimal dari        adalah    dan    karena tidak ada submodul sejati 

lain yang memuat    dan   ,       dan      . 

Definisi 2.3.7  

 -modul   disebut modul sederhana jika      , dan submodulnya hanya 

    dan   (Smith dkk, 1988). 

Definisi 2.3.8 

Misalkan   submodul dari  -modul  . Didefinisikan 

                  

  disebut submodul prima jika     dan untuk sebarang     dan 

      berlaku     atau         (Irwan dkk, 2012). 
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Lema 2.3.9 

Jika   adalah  -modul dan   adalah submodul dari  , maka       adalah 

ideal dari gelanggang   (Ghalandarzadeh dkk, 2008). 

Bukti: 

Misalkan   adalah  -modul. Akan dibuktikan bahwa       adalah ideal 

dari gelanggang  , dibuktikan  terlebih dahulu untuk sebarang           

dan     maka berlaku           dan            

a. Ambil           maka     dan     sehingga      . 

Karena           sehingga dari definisi       berlaku       dan 

       sehingga           oleh karena itu          . 

Sehingga terbukti bahwa           

b. Ambil sebarang       dan     sehingga                 

  (sifat assosiatif), oleh karena itu          . 

Karena untuk sebarang           dan     berlaku           dan 

          maka       adalah ideal dari gelanggang  . 

Contoh:  

1. Diberikan    adalah  -modul dan didefinisikan                  

   dengan   adalah submodul dari   . Ambil submodul      ̅  ̅  ̅  

dan      ̅  ̅  dari   , sehingga: 

a. Untuk                      , ambil     , maka: 

          ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   

   ̅  ̅  ̅   

Karena      dan          maka terbukti bahwa           .  

b. Untuk      ̅  ̅ , ambil     , maka: 
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          ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   

   ̅  ̅  

Karena      dan          maka terbukti bahwa           .  

Telah diketahui bahwa    untuk setiap      merupakan ideal dari 

gelanggang        , sehingga    dan    juga merupakan ideal dari 

gelanggang        . 

2. Diberikan    merupakan  -modul. Dari contoh Definisi 2.3.2 telah 

diketahui bahwa submodul dari    adalah              ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  , 

     ̅  ̅  ̅ ,      ̅  ̅  sehingga submodul sejati dari    adalah    

dan   . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa    dan    adalah submodul 

prima. 

a.  Untuk      ̅  ̅  ̅ , telah diketahui bahwa           , ambil 

sebarang      dan  ̅     sehingga: 

    ̅                                 

    ̅  ̅  ̅  

sehingga untuk setiap      dan      jika        maka   yang 

memenuhi adalah          . Sehingga terbukti bahwa    adalah 

submodul prima.  

b.  Untuk      ̅  ̅ , telah diketahui bahwa           , ambil 

sebarang      dan  ̅     sehingga: 

    ̅                                

   ̅  ̅  
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sehingga untuk setiap      dan      jika        maka   yang 

memenuhi adalah          . Sehingga terbukti bahwa    adalah 

submodul prima. 

2.4 Modul Perkalian 

Definisi 2.4.1 (Modul Perkalian)  

Misalkan   adalah  -modul.   disebut modul perkalian jika untuk setiap 

submodul   di   terdapat ideal   di gelanggang   sehingga berlaku     

  (Smith dkk, 1988). 

Contoh: 

1.  Untuk sebarang gelanggang komutatif   dengan elemen satuan, maka   

adalah  -modul perkalian, karena untuk setiap submodul   akan berlaku: 

a.  Jika       maka terdapat ideal       di gelanggang R sehingga 

berlaku        . 

b.  Jika       maka terdapat ideal     di gelanggang   sehingga 

berlaku      , karena jelas       (  submodul) dan untuk 

setiap     berlaku         sehingga      . 

Dari sini, maka untuk setiap submodul   di  -modul   terdapat ideal   di 

gelanggang   sehingga berlaku      , yang artinya   adalah  -modul 

perkalian. 

2. Telah diketahui bahwa        merupakan modul atas gelanggang        . 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa        merupakan modul perkalian 

sehingga untuk setiap submodul   di        terdapat ideal   di         

sehingga berlaku       . 

Untuk      ̅ , ambil ideal     di gelanggang        , sehingga: 
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       ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  

Untuk      ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ , ambil ideal   di gelanggang        , 

sehingga: 

         

      

                     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

Untuk      ̅  ̅  ̅ , ambil ideal    di gelanggang        , sehingga: 

         

       

                     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

Untuk      ̅  ̅ , ambil ideal    di gelanggang        , sehingga: 

         

       

                     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  

 Karena untuk setiap submodul di        terdapat ideal   di gelanggang 

        sehingga berlaku       , maka terbukti bahwa        adalah 

modul perkalian. 
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2.5 Kewajiban Menuntut Ilmu Menurut Al-Quran 

Al-Quran tidak secara langsung mengutarakan tentang kewajiban mencari 

ilmu atau mengembangkan ilmu pengetahuan, namun tersirat dalam beberapa ayat 

yang mengisyaratkan tentang hal itu. Dalam al-Quran surat al-Alaq/96:1-5 Allah 

Swt berfirman: 

                                             

                  

”1. bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang Menciptakan, 2. Dia telah 

menciptakan manusia dari segumpal darah. 3. Bacalah, dan Tuhanmulah yang Maha 

pemurah, 4. yang mengajar (manusia) dengan perantaran kalam, 5. Dia mengajar 

kepada manusia apa yang tidak diketahuinya” (QS. al-Alaq/96:1-5). 

Perintah membaca dalam surat ini terulang dua kali, yaitu pada ayat 

pertama dan pada ayat ketiga. Perintah membaca pada ayat pertama berkaitan 

dengan syarat yang harus dipenuhi oleh seseorang ketika membaca. Sedangkan 

perintah membaca pada ayat ketiga berkaitan dengan manfaat yang diperoleh dari 

hasil bacaan tersebut. Hal ini dapat dipahami dari ayat selanjutnya (keempat) 

bahwa dari kerja membaca itu seseorang akan memperoleh ilmu pengetahuan. 

Allah Swt dalam  al-Quran surat at-Taubah/9:122 menerangkan bahwa 

tidak perlu semua orang mukmin berangkat ke medan perang. Tetapi harus ada 

pembagian tugas. Sebagian berangkat ke medan perang, dan sebagian lagi  tekun 

menuntut ilmu-ilmu agama Islam supaya ajaran-ajaran agama itu dapat diajarkan 

kepada generasi selanjutnya. 

Menurut (al-Qurtubi: 734), hukum menuntut ilmu terbagi menjadi dua : 

1. Fardhu Ain 

Hukum mencari ilmu dihukumi fardhu ain apabila ilmu itu tentang syariat 

agama, karena mempelajari tentang syariat agama diperlukan setiap individu 
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untuk mengetahui tentang cara ibadah yang benar, seperti ilmu tentang shalat, 

zakat, dan puasa. Dalilnya adalah hadis berikut ini : 

 طلََبُ الْعِلْمِ فَريِضَةٌ عَلَى كُلِّ مُسْلِمٍ 
“Menuntut ilmu adalah suatu keharusan bagi setiap muslim.” (HR. Ibnu Majah).  

Seperti hadits di atas bahwa ilmu yang wajib dipelajari adalah ilmu agama. 

Menurut Ibnu Qayyim, ada 3 ilmu agama yang wajib dipelajari oleh setiap 

muslim, yaitu: 

1. Ilmu tentang pokok-pokok keimanan, yakni iman kepada Allah, 

malaikatNya, kitab-kitabNya, RasulNya, dan hari akhir. 

2. Ilmu tentang syariat Islam. Di antara yang wajib adalah tentang ilmu 

wudhu, shalat, puasa, haji, dan zakat. Kita wajib untuk memperlajari hal-

hal yang berkaitan dengan ibadah-ibadah tersebut, misalnya tentang syarat, 

rukun, dan pembatalnya. 

3. Ilmu tentang lima hal yang diharamkan yang disepakati oleh para rasul dan 

syariat sebelumnya. Kelima hal ini disebutkan dalam al-Quran surat al-

A’raf/7:33. 

مَۡۡإًَِّوَاۡقلُۡ  ٌۡ ۡظَهرََۡۡهَاۡحِشَۡفىََۡ ل ٱۡۡرَبِّيَۡۡحَرَّ ِۡٱوَۡۡبطََيَۡۡوَهَاۡهاَهِ ۡوَأَىۡحَقِّۡل ٱۡۡرِۡبِغَيۡ ۡيَۡبغَۡ ل ٱۡوَۡۡنَۡثۡ ل 
ِۡٱبِۡۡرِكُىاۡ تشُۡ  لۡ ۡلنَۡ ۡهَاۡللَّّ ِۡٱۡعَلىَۡتقَىُلىُاۡ ۡوَأىَۡاٌۡ طَۡ سُلۡ ۦۡبهِِۡۡيٌُزَِّ  ٣٣ۡۡلوَُىىَۡتعَۡ ۡلَۡۡهَاۡللَّّ

"Katakanlah, Rabbku hanya mengharamkan perbuatan keji, baik yang 

tampak maupun yang tersembunyi, dan perbuatan dosa, melanggar hak 

manusia tanpa alasan yang benar, (mengharamkan) mempersekutukan 

Allah dengan sesuatu yang Allah tidak menurunkan hujjah untuk itu dan 

(mengharamkan) mengada-adakan terhadap Allah apa yang tidak kamu 

ketahui." (QS. al-A'raf/7: 33). 

2. Fardhu Kifayah 

Hukum menuntut ilmu dihukumi fardhu kifayah apabila ilmu tersebut 

bukan tentang syariat namun sangat dibutuhkan terkait dengan kemaslahatan 

dunia. Ilmu tersebut wajib dipelajari oleh sebagian masyarakat Islam, bukan 
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seluruhnya. Dalam hal ini imam al-Ghazali memberikan contoh: kedokteran, 

matematika, ilmu teknik, pertanian, pelayaran, politik, bekam, dan menjahit. 

Imam al-Ghazali beralasan bahwa ilmu kedokteran penting bagi 

kemaslahatan masyarakat sebab ilmu kedokteran dibutuhkan dalam kesehatan. 

Begitu pula ilmu matematika sangat dibutukan dalam kehidupan sehari-hari 

semisal dalam perdagangan, pembagian waris, dan washiat. Ilmu-ilmu di atas 

menurut imam al-Ghazali apabila tidak ada satu dari kelompok suatu mayarakat 

yang mempelajari, maka semua masyarakat yang ada mendapatkan dosa. Imam 

al-Ghazali mencontohkan apabila satu kelompok masyarakat tidak ada yang 

mempelajari ilmu kedokteran, maka banyak orang yang terkena penyakit, hal ini 

yang kemudian akan mempercepat kerusakan. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Keterkaitan Antara Ideal Maksimal dengan Submodul Maksimal 

Sebelum membahas sifat ideal maksimal pada submodul maksimal akan 

ditunjukkan terlebih dahulu kaitan antara ideal dan submodul. Pada Definisi 2.3.2 

dijelaskan suatu himpunan   disebut dengan submodul jika   adalah subgrup dari 

  dan berlaku        dengan     dan    . Terdapat kaitan antara definisi 

submodul dengan definisi ideal kiri pada Definisi 2.2.1 yang menjelaskan bahwa 

suatu himpunan   merupakan ideal dari suatu gelanggang   jika   adalah 

subgelanggang dari   dan berlaku       dengan     dan    . Sedangkan 

pada Definisi 2.3.2, pada suatu  -modul  , himpunan   disebut  -submodul jika 

  adalah subgrup dari   dan       untuk setiap     dan    .  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa suatu ideal dari suatu gelanggang 

adalah submodul dari  -modul. Pandang gelanggang   sebagai  -modul. 

Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan satuan dan   adalah ideal dari  . 

Untuk menunjukkan bahwa   adalah submodul dari  -modul pertama 

menunjukkan bahwa   subgrup dari  . Karena   adalah ideal dari   maka terbukti 

bahwa   adalah subgrup dari  . Kedua, karena   adalah ideal maka untuk setiap 

    dan     berlaku      . Sehingga terbukti bahwa   adalah submodul 

dari  -modul. Oleh karena itu jika gelanggang   dipandang sebagai  -modul atas 

dirinya sendiri maka   yang merupakan ideal dari gelanggang   dapat dipandang 

sebagai submodul dari  -modul.  

Dari penjelasan tersebut, jika diasumsikan bahwa setiap ideal   pada 

gelanggang   merupakan subgrup dari   maka setiap ideal dari gelanggang   
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merupakan submodul dari  -modul  . Hal ini mendasari peneliti untuk 

membahas sifat-sifat ideal yang berlaku pada sifat submodul khususnya sifat ideal 

maksimal yang berlaku pada submodul maksimal. 

Pada Definisi 2.4.1 disebutkan bahwa suatu  -modul   disebut dengan 

modul perkalian jika untuk setiap submodul   di   terdapat ideal   di gelanggang 

  sehingga berlaku      . Ideal   disebut ideal presentasi dari submodul   

atau secara singkat disebut presentasi dari submodul  . Dari Definisi 2.4.1 

didapatkan bahwa setiap submodul dari  -modul   memiliki ideal presentasi jika 

dan hanya jika   adalah  -modul perkalian. 

Teorema 3.1.1 

  adalah  -modul perkalian jika dan hanya jika untuk setiap    , 

terdapat ideal   di gelanggang   sehingga berlaku         (Arifin, 

2008). 

Bukti: 

    Diketahui   adalah  -modul perkalian, yang artinya setiap submodul 

  di   memiliki ideal   sehingga berlaku      . Selanjutnya ambil 

sebarang    . Dari sini dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh  , 

yaitu 〈 〉     . Karena   adalah  -modul perkalian, maka untuk 

submodul 〈 〉      terdapat ideal   sehingga berlaku 〈 〉        

 . Dengan demikian terbukti bahwa jika   adalah  -modul perkalian, maka 

untuk setiap     terdapat ideal   di gelanggang   sehingga berlaku 

       . 

    Misalkan untuk sebarang     terdapat ideal   di gelanggang   

sehingga berlaku        . Ambil sebarang submodul   di  -modul   
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dan selanjutnya ambil sebarang     yang berarti juga    . Maka 

terdapat ideal   di gelanggang   sehingga berlaku        . 

a. Karena   adalah submodul di  -modul   maka untuk setiap     dan 

    berlaku       atau       yang artinya       (karena 

          . 

b. Selanjutnya, untuk setiap     berlaku       sehingga   

∑     
 
        

Dari penjelasan tersebut diperoleh      , yang artinya untuk setiap 

submodul   di  -modul   terdapat ideal   pada gelanggang   sehingga 

berlaku      . Dengan demikian terbukti bahwa jika untuk setiap     

terdapat ideal   di gelanggang   sehingga berlaku         maka   

adalah  -modul perkalian. 

Contoh: 

Diberikan    adalah  -modul perkalian sehingga untuk setiap submodul   di 

   berlaku        dengan   adalah ideal dari gelanggang        . Akan 

dibuktikan bahwa          dengan     . 

a.  Untuk    ̅ ambil ideal      , maka: 

        ̅ 

                           

   ̅  

            ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  

Jadi untuk    ̅ terdapat       sehingga        . 

b.  Untuk    ̅ ambil ideal    , sehingga: 
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        ̅ 

                                   

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

           

                    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

Jadi untuk    ̅ terdapat     sehingga        . 

c.  Untuk    ̅ ambil ideal     , sehingga: 

        ̅ 

                                    

   ̅  ̅  ̅  

            

                    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

Jadi untuk    ̅ terdapat      sehingga        . 

d.  Untuk    ̅ ambil ideal     , sehingga: 

        ̅ 

                                   

   ̅  ̅  

            

                    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  

Jadi untuk    ̅ terdapat      sehingga        . 

e.  Untuk    ̅ ambil ideal     , sehingga: 
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        ̅ 

                                     

   ̅  ̅  ̅  

            

                    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

Jadi untuk    ̅ terdapat      sehingga        . 

f.  Untuk    ̅ ambil ideal    , sehingga: 

        ̅  

                                     

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

           

                    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

Jadi untuk    ̅ terdapat     sehingga        . 

Sehingga terbukti untuk setiap      terdapat ideal   di         sehingga  

        . 

 Selanjutnya berdasarkan Lema 2.3.9 telah diketahui bahwa       adalah 

ideal dari suatu gelanggang  . Karena   adalah  -modul perkalian sehingga 

untuk setiap submodul   di   berlaku       sehingga akan dibuktikan 

bahwa           juga berlaku pada  -modul perkalian  . 

 

Lema 3.1.2 
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Misalkan   adalah  -modul perkalian. Jika   adalah submodul di  -modul 

  maka berlaku           (Ghalandarzadeh dkk, 2008). 

Bukti: 

Misalkan   adalah  -modul perkalian sehingga untuk setiap submodul   di 

  berlaku       untuk   adalah ideal dari gelanggang  . Dari Lema 2.3.9 

diketahui bahwa       merupakan ideal dari gelanggang  . Selanjutnya 

akan dibuktikan bahwa          . 

a. Untuk sebarang          ,   dapat ditulis dalam       untuk 

setiap         dan    . Karena         maka berlaku     

 , artinya untuk setiap     berlaku      , sehingga untuk     

berlaku      . Oleh karena itu         yang artinya       

   . 

b. Untuk sebarang    ,   dapat dinyatakan dalam       (karena 

     ) untuk suatu     dan    . Karena     maka         

karena untuk setiap     berlaku          , sehingga 

didapatkan              . Artinya          . 

Karena           dan           sehingga          . 

Contoh: 

Diberikan    adalah  -modul perkalian sehingga untuk setiap submodul   di 

   berlaku        dengan   adalah ideal dari gelanggang        . 

Misalkan diambil sebarang submodul     ̅  ̅  ̅ . Dari contoh Lema 2.3.9 

diketahui bahwa          , akan dibuktikan bahwa              

sehingga: 
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                     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

Sehingga terbukti bahwa              . 

Lema 3.1.3 

Misalkan   adalah  -modul perkalian, jika   adalah submodul dari   maka 

    merupakan  -modul perkalian (Smith dkk, 1988). 

Bukti: 

Untuk sebarang     dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh  , 

yaitu 〈 〉       . Karena   adalah  -modul perkalian maka terdapat 

ideal   di gelanggang   sehingga berlaku         selanjutnya untuk 

sebarang         dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh 

    yaitu            , sehingga: 

              

         

           

Karena                 maka terbukti bahwa jika   adalah  -

modul perkalian maka     adalah modul perkalian. 

Contoh: 

Diberikan    adalah  -modul perkalian dan     ̅  ̅  ̅  adalah submodul 

dari   . Akan ditunjukkan bahwa               dengan     

     dan   adalah ideal dari        . Pertama ditentukan terlebih dahulu 

unsur-unsur dari     , yaitu: 

      ̅  ̅  ̅  
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      ̅  ̅  ̅  

      ̅  ̅  ̅  

      ̅  ̅  ̅  

      ̅  ̅  ̅  

      ̅  ̅  ̅  

maka: 

              ̅  ̅  ̅  

              ̅  ̅  ̅  

Sehingga unsur-unsur dari               .  

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa               . 

a.  Untuk         ambil ideal       maka: 

                

                     ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

                 

     { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅}    ̅  ̅  ̅  

   ̅    ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

Jadi untuk         terdapat       sehingga           

    . 

b.  Untuk         ambil ideal     sehingga: 

                

                     ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  
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                     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅    ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅    ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

Jadi untuk         terdapat     sehingga              

 . 

Oleh karena itu terbukti bahwa bahwa               . 

 Dari bab II telah dijelaskan sifat-sifat ideal maksimal yaitu pada Teorema 

2.2.9, Teorema 2.2.11, dan Teorema 2.2.13. Sifat-sifat ideal maksimal tersebut 

menjadi dasar untuk membahas sifat-sifat submodul maksimal dalam modul 

perkalian. 

Teorema 3.1.4 

Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan satuan dan   adalah  -

modul perkalian tak nol, maka setiap submodul sejati dari   termuat dalam 

submodul maksimal dari   (Smith dkk, 1988). 

Bukti: 

Misalkan   adalah  -modul perkalian, maka setiap submodul   di  -modul 

  berlaku       dengan   adalah ideal dari gelanggang  , oleh karena 

itu dapat diartikan bahwa   adalah pembangun  . Pada Teorema 2.2.9 

disebutkan bahwa setiap ideal sejati termuat dalam suatu ideal maksimal 

artinya himpunan ideal sejati pada gelanggang   memiliki suatu batas atas. 

Karena   adalah pembangun dari   maka himpunan submodul sejati dari   

juga memliki batas atas. Dengan Lema 2.2.7 dapat diketahui bahwa 

himpunan submodul sejati pada   memiliki suatu elemen maksimal, artinya 
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 -modul   memiliki submodul maksimal. Sehingga terbukti bahwa setiap 

submodul sejati dari   termuat dalam submodul maksimal dari  . 

Teorema 3.1.5 

Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan satuan dan   adalah  -

modul perkalian tak nol, maka   adalah submodul maksimal dari   jika dan 

hanya jika terdapat ideal maksimal   dari   sedemikian sehingga     

    (Smith dkk, 1988). 

Bukti: 

Misalkan   adalah  -modul perkalian dan   adalah submodul dari   

sehingga berlaku      . Misalkan   adalah ideal maksimal dari 

gelanggang   artinya   merupakan batas atas dari himpunan ideal-ideal sejati 

pada   atau dapat ditulis dengan          . Misalkan ideal-ideal 

tersebut merupakan ideal presentasi dari submodul-submodul pada  , maka 

akan berlaku        . Sehingga terdapat submodul   dengan       

yang artinya                        . Oleh karena itu 

tidak ada submodul lain yang memuat   sehingga   adalah submodul 

maksimal dari  . 

Contoh: 

Dari contoh Definisi 2.1.1 telah diketahui bahwa         adalah gelanggang 

komutatif dengan satuan. Dan diketahui juga dari contoh Definisi 2.2.8 

bahwa    adalah ideal maksimal selanjutnya dari contoh Definisi 2.4.1  

diketahui bahwa        adalah modul perkalian atas gelanggang        , 

sehingga untuk setiap submodul   di    berlaku       . Untuk   suatu 

submodul dari    ambil ideal maksimal    di gelanggang       , maka: 
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                     ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

   ̅  ̅  ̅  

Dari contoh 2.3.6 diketahui bahwa     ̅  ̅  ̅  adalah ideal maksimal. 

Teorema 3.1.6 

Jika   adalah  -modul sederhana dan   adalah lapangan, maka  -modul   

adalah  -modul perkalian (Arifin, 2008). 

Bukti: 

Diketahui  -modul   merupakan modul sederhana, yang artinya submodul-

submodul yang ada di   hanyalah     dan modul   itu sendiri 

1. Untuk submodul      akan terdapat ideal     di gelanggang   sehingga 

berlaku          . 

2. Untuk submodul  , akan terdapat ideal   sendiri di gelanggang   

sehingga berlaku      . Hal ini karena untuk sebarang     

berlaku              yang berarti       dan jelas 

      (karena   adalah  -modul). Sehingga karena       dan 

      maka      . 

Dengan demikian, terbukti bahwa jika  -modul   adalah modul sederhana 

atas lapangan  , maka   adalah  -modul perkalian. 
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Teorema 3.1.7 

Misalkan   adalah  -modul perkalian, maka   adalah  -modul sederhana 

jika dan hanya jika   adalah lapangan (Arifin, 2008). 

Bukti: 

( ) Misalkan   adalah lapangan. Selanjutnya ambil sebarang submodul   

di   dengan       untuk suatu ideal   di gelanggang  . Karena   

merupakan lapangan, maka ideal-idealnya hanya     dan gelanggang   itu 

sendiri. 

a. Untuk ideal      , maka berlaku                . 

b. Untuk  ideal    , maka berlaku        , karena       

dan       sehingga      . 

Dari penjelasan tersebut, maka terbukti bahwa submodul-submodul di  -

modul   hanya submodul     dan  -modul   sendiri. Dengan kata lain 

modul  -modul   adalah modul sederhana. Dengan demikian terbukti 

bahwa pada  -modul  , jika   adalah lapangan maka   adalah  -modul 

sederhana. 

( ) Misalkan   adalah  -modul sederhana, yang artinya submodul-

submodulnya hanya     dan modul   sendiri, sehingga berlaku       

dan      . Andaikan gelanggang   bukan lapangan, maka akan terdapat 

    dengan     yang tidak memiliki invers sehingga berlaku     

        dan          . Selanjutnya ambil sebarang     dengan 

     dan     dengan    , maka akan berlaku:  

a. Untuk submodul     berlaku                     untuk suatu 

    dengan    ,     dengan    , dan     dengan    , 
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artinya     atau      . Dari       ini diperoleh     atau 

   . Dengan demikian telah terjadi kontradiksi karena    ,     

dan      

b. Untuk submodul  , maka untuk suatu     dengan    ,     

dengan    , dan     dengan     berlaku: 

          

          

              

             

              

Dari sini diperoleh       atau     , dan terjadi kontradiksi. 

Karena     dengan     tidak memiliki invers,     dengan    , 

dan     dengan    . 

Jadi, dari penjelasan tersebut diperoleh pengandaian salah sehingga haruslah 

  merupakan lapangan. Dengan demikian, terbukti bahwa jika   adalah  -

modul sederhana maka   adalah lapangan. 

Akibat 3.1.8 

Misalkan   adalah  -modul perkalian dengan   adalah lapangan dan    

adalah submodul dari  , maka     adalah modul sederhana jika dan hanya 

jika   adalah submodul maksimal. 

Bukti:  

    Misalkan     adalah modul sederhana sehingga submodul dari     

adalah     dan     itu sendiri. Andaikan terdapat suatu submodul   dari 

  dengan     dan    . Sehingga     submodul dari    . Karena 
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    adalah modul sederhana sehingga haruslah        . Sehingga 

diperoleh bahwa    . Oleh karena itu terbukti tidak ada submodule lain 

yang memuat   sehingga   merupakan submodul maksimal. 

    Misalkan   adalah submodul maksimal maka berlaku       

dengan   adalah ideal maksimal dari gelanggang  . Karena   adalah 

lapangan sehingga ideal-ideal pada gelanggang   adalah     dan   itu 

sendiri. Artinya     adalah ideal maksimal dari  . Sehingga pada submodul 

maksimal   akan berlaku        , artinya submodul maksimal dari  -

modul     adalah    . Karena     adalah submodul maksimal maka tidak 

ada submodul sejati lain yang memuat     sehingga dapat diketahui bahwa 

submodul dari     adalah     dan     itu sendiri. Oleh karena itu terbukti 

bahwa     adalah modul sederhana. 

Teorema 3.1.9 

Misalkan   adalah gelanggang Artinian dan   adalah  -modul perkalian 

maka setiap submodul prima adalah submodul maksimal (Ghalandarzadeh 

dkk, 2008). 

Bukti: 

Misalkan   adalah submodul prima, akan dibuktikan bahwa       adalah 

ideal prima sehingga untuk           maka         atau   

     . Karena           maka       dan           untuk 

sebarang    . Karena   merupakan submodul prima sehingga jika 

                  berlaku       atau        . Karena   

merupakan submodul prima sehingga   adalah submodul sejati atau    , 

artinya     sehingga terdapat       atau        . Oleh karena itu 
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diketahui bahwa jika           maka berlaku         atau   

     . Dengan kata lain terbukti bahwa       adalah ideal prima di 

gelanggang  . 

Karena   adalah gelanggang Artinian sehingga dari Teorema 2.2.15 diketahui 

bahwa setiap ideal prima adalah ideal maksimal, sebelumnya telah diketahui 

bahwa       adalah ideal prima oleh karena itu       merupakan ideal 

maksimal.  

Dari Teorema 3.1.5 telah dibuktikan bahwa untuk ideal maksimal   dari 

gelanggang   maka       adalah submodul maksimal dari  -modul 

perkalian  . Karena telah diketahui bahwa       adalah ideal maksimal dan 

pada Lema 2.3.9 jika   adalah  -modul perkalian maka berlaku   

        artinya   adalah submodul maksimal dari  . Sehingga terbukti 

jika   adalah gelanggang artinian dan   adalah  -modul perkalian maka 

submodul prima dari   merupakan submodul maksimal. 

Contoh: 

Dari contoh Definisi 2.2.14 diketahui bahwa          merupakan gelanggang 

Artinian dan ideal maksimal dari          adalah   ̅  ̅  ̅  dan   ̅  ̅ . 

Diketahui dari Teorema 2.2.15 bahwa jika suatu gelanggang   adalah 

gelanggang Artinian maka setiap ideal maksimal adalah ideal prima. 

Sehingga   ̅  ̅  ̅  dan   ̅  ̅  adalah ideal prima. Pandang    sebagai   -

modul, sehingga ideal dari    merupakan submodul dari   -modul    

sehingga   ̅  ̅  ̅  dan   ̅  ̅  adalah submodul maksimal dan juga merupakan 

submodul prima dari   -modul   . 
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3.2 Keutamaan Orang yang Menuntut Ilmu 

At-Tirmidzi meriwayatkan dari Abu ad-Darda’, dia berkata, “Aku 

mendengar Rasulullah Saw. bersabda:” 

مَننننننننننْ سَنننننننننلَكَ طَريِنْقًنننننننننا يَطْلنُننننننننبُ قِيْنننننننننوِ عِلْمًنننننننننا سَنننننننننلَكَ اللنّننننننننوُ بنِننننننننوِ طَريِنْقًنننننننننا اَِ  اْ نَ نننننننننةِ, وَ إِن  الْمَِ ءكَِنننننننننةَ 
نننننننننننننا رضًِنننننننننننننا لِطاَلنِننننننننننننبِ الْعِلْننننننننننننن ََ نننننننننننننمَوَاتِ لَتَضَنننننننننننننعُ أَجْنِحَتنَ مِ, وَإِن  الْعَننننننننننننناغَِ لَيَسْنننننننننننننتنَغْفِرُ لنَننننننننننننوُ مَننننننننننننننْ في الس 

وَالَأرْضِ حَنننننننننننننن   الْحيِْتنَنننننننننننننانُ في الْمَنننننننننننننناءِ, وَ فَضْننننننننننننننلُ الْعَنننننننننننننناغِِ عَلنَنننننننننننننى الْعَابنِننننننننننننندِ كَفَضْننننننننننننننلِ الْقَمَرعَِلنَنننننننننننننى 
نَننننننننننننناوَرَِنُوْا الْعِلْننننننننننننننمَ سَننننننننننننننائرِاِلْكَوَاكِبِ, إِن  الْعُلَمَاءَوَرََنَنننننننننننننةُ الْاَنبِْينَننننننننننننناءِ غَْ يرََِننُنننننننننننننوْا دِينْننَننننننننننننن ارًا وَلَا دِ رْهََنًنننننننننننننا, وَإِ  

 فَمَنْ أَخَذَهُ أخَذَ بِحَظًّ وَافِرٍ 
“Barang siapa berjalan untuk menuntut ilmu maka Allah akan menunjukkan baginya 

jalan menuju surga. Sesungguhnya malaikat ridha dengan perbuatannya dan akan 

menaunginya dengan sayapnya. Sesungguhnya orang alim akan dimintakan maaf 

baginya oleh penghuni langit dan penghuni bumi. Bahkan ikan di dasar lautan. 

Keutamaan orang berilmu dari ahli ibadah adalah bagaikan bulan purnama yang 

bersinar di antara bintang-bintang yang berkedipan. Sesungguhnya ulama adalah 

pewaris para nabi, dan para nabi tidak mewariskan dinar atau dirham (harta) melainkan 

mewariskan ilmu. Barangsiapa memilih ilmu berarti dia telah mengambil bagian yang 

sempurna.” 

Sabda nabi Muhammad Saw yang menyebutkan bahwa para malaikat akan 

menaungi penuntut ilmu dengan sayapnya memiliki dua pengertian, yaitu: 

1. Para malaikat merahmatinya, sebagaimana Allah wasiatkan kepada anak-anak 

untuk berbuat baik kepada orang tua mereka, seperti firman Allah Swt dalam 

surat al-Isra/17:24, yaitu: 

 وَاخْفِضْ لَذمَُا جَنَاحَ الذُلِّ مِنَ الر حَْْةً 

“Dan rendahkanlah dirimu terhadap mereka berdua dengan penuh 

keagungan” (QS. al-Isra/17:24).  

 

Maksudnya adalah malaikat akan merahmati orang yang menuntut ilmu 

sebagaimana malaikat merahmati orang yang bersikap tawadhu (rendah hati) 

kepada kedua orang tua. 

2. Malaikat membentangkan sayapnya seperti yang disebutkan dalam riwayat, 

bahwa para malaikat membentangkan sayapnya. Atau apabila para malaikat 
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melihat orang menuntut ilmu karena mengharap ridha Allah, maka malaikat 

akan mengembangkan sayapnya untuk melindunginya dari segala kesusahan 

yang dia hadapi selama menuntut ilmu. Oleh karena itu, dengan naungan para 

malaikat, maka jarak yang jauh terasa dekat dan dia tidak akan terkena 

musibah dalam perjalanan, seperti sakit, kekurangan harta, dan tersesat di jalan 

(Abuhu, 2015).  
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan dalam skripsi ini dapat 

disimpulkan bahwa terdapat sifat-sifat submodul maksimal dalam modul 

perkalian, yaitu: 

4. Misalkan   adalah gelanggang komutatif dengan satuan,   adalah  -modul 

perkalian dan   adalah submodul dari  . Maka submodul maksimal memuat 

semua submodul sejati dari  . 

5. Misalkan   adalah  -modul perkalian dengan   adalah lapangan dan   adalah 

submodul dari  , maka   adalah submodul maksimal jika dan hanya jika 

    adalah submodul sederhana. 

6. Misalkan   adalah gelanggang Artinian dan   adalah  -modul perkalian maka 

setiap submodul maksimal adalah submodul prima. 

 

4.2 Saran 

Dalam penelitian ini sifat-sifat yang dibahas hanya terbatas pada submodul 

maksimal, harapan penulis di masa yang akan datang akan dibahas sifat-sifat 

submodul pada modul perkalian secara umum.  
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