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ABSTRAK

Nur’aini, Faraziza. 2018. Solusi Numerik Persamaan Linier Klein-Gordon
Menggunakan Jaringan Fungsi Radial Basis. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Mohammad
Jamhuri, M.Si. (1) Ach. Nasichuddin, MA.

Kata Kunci: jaringan fungsi radial basis, linier, persamaan Klein-Gordon, solusi
numerik

Persamaan linier Klein-Gordon merupakan persamaan diferensial parsial
orde dua. Persamaan linier Klein-Gordon adalah suatu fungsi gelombang
relativistik yang dapat diterapkan pada pergerakan partikel-partikel elementer.
Partikel elementer adalah partikel paling dasar yang membentuk partikel lainnya
dan tidak lagi terbentuk dari partikel lain yang lebih kecil.

Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon dalam skripsi ini
dikerjakan dengan menggunakan jaringan fungsi radial basis. Setiap fungsi dan
turunannya dapat diaproksimasi secara langsung dengan sebuah fungsi basis
multiquadrics. Dengan menggunakan metode tersebut, solusi numerik persamaan
linier Klein-Gordon yang diperoleh dalam penelitian ini dapat menghasilkan galat
yang relatif kecil jika dibandingkan dengan kondisi awalnya. Semakin kecil nilai
At yang diberikan, maka semakin kecil pula galat yang dihasilkan. Dalam
penelitian ini juga dilakukan perbandingan terhadap solusi yang dihasilkan dari
Optimal Homotopy Asymtotic Method orde tiga. Dan diperoleh kesimpulan bahwa
dalam menyelesaikan solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon ini lebih
baik menggunakan Optimal Homotopy Asymtotic Method dibandingkan
menggunakan jaringan fungsi radial basis karena galat yang dihasilkan dari
Optimal Homotopy Asymtotic Method lebih kecil daripada ketika menggunakan
jaringan fungsi radial basis.
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ABSTRACT

Nur’aini, Faraziza. 2018. Numerical Solution of Klein-Gordon Linear Equation
Using Radial Basis Function Network. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic
University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisors: (1)
Mohammad Jamhuri, M.Si. (1) Ach. Nasichuddin, MA.

Keywords: radial basis function network, linear, Klein-Gordon equation,
numerical solution

The Klein-Gordon linear equation is a two-order partial differential
equation. The Klein-Gordon linear equation is a relativistic wave function that can
be applied to the movement of elementary particles. The elementary particles are
the most basic particles that make up other particles and are no longer formed
from other smaller particles.

The numerical solution of linear equations of Klein-Gordon in this thesis is
done by using radial basis function network. Each function and its derivative can
be approximated directly with a base multiquadrics function. Using this method,
the numerical solution of the Klein-Gordon linear equations obtained in this study
can result in a relatively minor error when compared to the initial conditions. The
smaller the given value At, the smaller the resulting error. In this study also made
a comparison of the solutions resulting from Optimal Homotopy Asymtotic
Method third order. And it can be concluded that in solving the numerical solution
of the Klein-Gordon linear equation it is better to use the Optimal Homotopy
Asymtotic Method instead of using the radial basis function network because the
error resulting from Optimal Homotopy Asymtotic Method is less than when using
the radial basis function network.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Allah Swt. berfirman:
. # ./ }{ }/ // //// ? Rd ’// E’«‘/ = //J 2 5; 27 .ﬂ‘
BRI N SR U IR EL A LI (RO SGA RO I eS|
e o sst i wm IO L 8T
g\;;j‘ﬂ:—\.ﬁ.) 20)J89 ;G’LJ&‘?})‘M/ |

“yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah tidak mempunyai anak,
dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Allah telah menciptakan
segala sesuatu, dan Allah menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.(QS. Al-
Furgan/25:2).

Menurut tafsir Ibn Katsir (2004), pada akhir ayat di atas dijelaskan bahwa
segala sesuatu selain Allah adalah makhluk (yang diciptakan) dan marbub (yang
berada di bawah kekuasaan-Nya). Allahlah pencipta segala sesuatu, Rabb, Raja,
dan llahnya. Sedangkan segala sesuatu berada di bawah kekuasaan, aturan,
tatanan, dan takdir-Nya.

Dijelaskan pula dalam Tafsir Al-Maraghi (1993) bahwa Allah
mengadakan segala sesuatu sesuai dengan tuntutan kehendak-Nya yang
didasarkan atas hikmah yang sempurna, serta mempersiapkannya untuk menerima
apa yang dikehendaki-Nya, berupa keistimewaan dan perbuatan yang sesuai
dengannya. Sehingga Allah mempersiapkan manusia untuk dapat memahami dan
memikirkan urusan dunia dan akhirat dan memanfaatkan apa yang terdapat di
permukaan serta di dalam perut bumi. Allah juga mempersiapkan berbagai jenis
hewan untuk melakukan berbagai pekerjaan yang sesuai dengannya dan

kemampuannya.
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Alam dunia yang meliputi langit, bumi dan seluruh isinya terdiri dari
benda-benda yang beraneka ragam. Nainggolan (2012) menjelaskan bahwa semua
benda yang ada di alam ini terdiri atas partikel-partikel elementer yang
menyusunnya. Partikel elementer merupakan partikel paling dasar yang
membentuk partikel lainnya (materi) dan tidak lagi tersusun atas partikel yang
lebih kecil. Dalam kenyataannya, atom dianggap sebagai partikel-partikel dasar
yang dimaksud. Sehingga atom merupakan unsur pokok yang membangun setiap
materi yang ditemukan di alam ini (Djayadi, 2008).

Atom digambarkan seperti bola yang mempunyai suatu inti bermuatan
positif serta dikelilingi elektron bermuatan negatif yang berputar mengelilingi inti
atom. Berdasarkan teori elektromagnetis, bila ada partikel bermuatan (elektron)
bergerak atau berputar mengelilingi inti akan memancarkan gelombang
elektromagnetis. Setiap elektron akan berputar mengelilingi inti atom dalam
lintasan (orbit) tertentu dan secara fisis perputaran mempunyai momentum sudut
tertentu (Djayadi, 2008). Nainggolan (2012) dalam penelitiannya menyatakan
bahwa persamaan Klein-Gordon dapat menjelaskan pergerakan elektron saat
mengelilingi atom dalam lintasan (orbit) tertentu.

Persamaan Klein-Gordon dinyatakan sebagai persamaan diferensial parsial
orde dua dengan variabel bebas uw dan variabel-variabel tak bebas x dan t.
Variabel bebas u merupakan suatu fungsi gelombang yang menggambarkan
keadaan gerak sistem suatu partikel pada posisi x dan pada waktu t. (Deghan &
Shokri, 2009).

Persamaan Klein-Gordon merupakan persamaan diferensial parsial yang

menjelaskan fenomena-fenomena alam, khususnya pada pembahasan atom.
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Persamaan diferensial parsial tidak selalu mudah diselesaikan secara analitik.
Oleh karena itu, untuk memeriksa prediksi model-model persamaan diferensial
parsial seringkali dibutuhkan pendekatan solusi secara numerik (Morton &
Mayers, 2005).

Fungsi radial basis merupakan suatu alat untuk menyelesaikan masalah
interpolasi data acak yang merupakan salah satu dari metode numerik. Gagasan
jaringan fungsi radial basis diperoleh dari teori aproksimasi fungsi, yaitu
menghampiri fungsi tersebut dengan fungsi lainnya (Hajek, 2005). Jaringan fungsi
radial basis merupakan salah satu metode jaringan syaraf tiruan yang
menggunakan fungsi aktivasi berupa fungsi radial basis (Setiawan, 2002).
Jaringan syaraf tiruan itu sendiri dikembangkan pertama kali oleh seorang ahli
neurofisiologi Waren McCulloh dan ahli logika Walter Pitts pada tahun 1943
sebagai algoritma untuk memproses informasi yang terinspirasi dari sistem kerja
jaringan syaraf biologis manusia (Hajek, 2005).

Struktur dari jaringan fungsi radial basis ini terdiri dari tiga bagian, yaitu
lapisan masukan (input layer), lapisan tersembunyi (hidden layer) dan lapisan
keluaran (output layer). Setiap masukan dari jaringan ini akan mengaktifkan
semua fungsi aktivasi pada lapisan tersembunyi. Setiap unit dari lapisan
tersembunyi merupakan fungsi aktivasi tertentu yang disebut sebagai fungsi basis.
Setiap fungsi basis akan menghasilkan sebuah keluaran dengan bobot tertentu.
Keluaran dari jaringan ini merupakan jumlah dari seluruh output fungsi basis
dikalikan dengan bobot masing-masing (Setiawan, 2002).

Perkembangan fungsi radial basis untuk mengaproksimasi solusi dari

persamaan diferensial parsial telah menarik perhatian banyak peneliti sains dan
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teknik. Di antaranya Dehghan & Shokri (2009) yang membahas penyelesaian
solusi numerik persamaan nonlinier Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi
radial basis. Kemudian penyelesaian persamaan numerik persamaan Poisson pada
koordinat polar (Mufidah, 2014) dan untuk mencari solusi numerik persamaan
gelombang dua dimensi menggunakan jaringan fungsi radial basis (Zuhriyah,
2015). Pada penelitian-penelitian di atas, solusi numerik yang dihasilkan
menunjukkan galat yang relatif kecil.

Penelitian ini membahas solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon
menggunakan jaringan fungsi radial basis beserta galat yang dihasilkan. Jaringan
fungsi radial basis digunakan untuk mengaproksimasi fungsi yang bergantung
pada ruang. Fungsi basis yang digunakan dalam penelitian ini adalah
multiquadric. Solusi numerik yang diperoleh akan dibandingkan dengan solusi
eksak sehingga diketahui galat dari solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon

menggunakan jaringan fungsi radial basis.

1.2 Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah pada penelitian ini adalah:
1. Bagaimana solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan
jaringan fungsi radial basis?
2. Bagaimana galat yang dihasilkan dari solusi numerik persamaan linier Klein-

Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis?



1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan penelitian ini adalah:
1. Menentukan solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon menggunakan
jaringan fungsi radial basis.
2. Menentukan galat yang dihasilkan dari solusi numerik persamaan linier Klein-
Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis dengan membandingkannya

dengan solusi eksak.

1.4 Batasan Masalah
Penelitian ini mengkaji masalah yang diambil dari jurnal yang ditulis oleh
Igbal, dkk (2010), yaitu:
Uy + Uy + But+yu=f(x,t), x€Q=(ab)cR 0<t<T,
dengan kondisi awal:
u(x,0) = g;(x), us(x,0) = g,(x), x € Q,

dan kondisi batas:

u(a,t) = g5(t), t>0

u(b, t) = g,(t), t>0
dengan «, B, dan y adalah suatu konstanta, f(x,t), g:(x), g.(x), g,(t), dan
g,(t) adalah suatu fungsi yang diketahui, dan fungsi u(x,t) merupakan fungsi
gelombang tertentu yang akan dicari. Penelitian tersebut juga menghasilkan solusi
eksak sebagai berikut.

u(x, t) = sin(x) + cosh(t) (1.1)



1.5 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan mampu memberikan metode alternatif secara
numerik dalam menyelesaikan persamaan Klein-Gordon linier menggunakan

jaringan fungsi radial basis dengan meninjau nilai galat yang diperoleh.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini mengikuti langkah-langkah
yang digunakan oleh Zuhriyah (2015) dengan langkah-langkah sebagai berikut.
1. Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon dengan jaringan fungsi radial
basis menggunakan langkah-langkah sebagai berikut.

a. Mendiskritkan persamaan linier Klein-Gordon dan kondisi awalnya
terhadap waktu menggunakan metode implisit beda pusat. Kemudian
diskritisasi terhadap waktu untuk kondisi awal yang diberikan.

b. Mengaproksimasi fungsi u pada persamaan Klein-Gordon linier yang
sudah didiskritkan beserta kondisi batasnya menggunakan jaringan fungsi
radial basis.

c. Menghitung solusi u®, dengan cara menentukan nilai koefisien w terlebih
dahulu, kemudian solusi u® dapat diperoleh dengan mensubstitusikan
nilai koefisien w.

d. Menghitung solusi u®, u®, ..., u™,

2. Analisis galat dengan menggunakan langkah-langkah berikut.

a. Mensimulasikan penyelesaian solusi numerik persamaan linier Klein-

Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis dan menggambarkan

grafik dari semua solusi u.
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b. Menghitung galat dengan membandingkan solusi numerik yang dihasilkan
dari langkah a terhadap solusi eksak (persamaan (1.1)) dan solusi numerik

yang dihasilkan dari penelitian Igbal, dkk (2010).

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan penelitian ini adalah sebagai berikut.

Bab | Pendahuluan
Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka
Berisi kajian tentang jaringan fungsi radial basis, persamaan Klein-Gordon,
metode beda hingga, basis, galat, dan keteraturan alam semesta dalam Al-
Quran.

Bab I11 Pembahasan
Berisi penjelasan dan uraian secara keseluruhan langkah-langkah dari
metode penelitian dan menjawab permasalahan penelitian, serta
pembahasan tentang kejadian Klein-Gordon dalam Al-Quran.

Bab 1V Penutup
Berisi rangkuman hasil penelitian yang berupa kesimpulan dari pembahasan
yang telah dibahas dan dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan

dengan penelitian.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Jaringan Fungsi Radial Basis

Jaringan fungsi radial basis merupakan salah satu metode jaringan syaraf
tiruan yang menggunakan fungsi aktivasi berupa fungsi radial basis (Setiawan,
2002). Struktur dari jaringan fungsi radial basis ini terdiri dari tiga bagian, yaitu
lapisan masukan (input layer), lapisan tersembunyi (hidden layer) dan lapisan
keluaran (output layer). Setiap masukan dari jaringan ini akan mengaktifkan
semua fungsi aktivasi pada lapisan tersembunyi. Setiap unit dari lapisan
tersembunyi merupakan fungsi aktivasi tertentu yang disebut sebagai fungsi basis.
Setiap fungsi basis akan menghasilkan sebuah keluaran dengan bobot tertentu.
Keluaran dari jaringan ini merupakan jumlah dari seluruh output fungsi basis

dikalikan dengan bobot masing-masing (Setiawan, 2002).

RBF Network

Gambar 2.1 Skema Jaringan Fungsi Radial Basis

Lapisan masukan (input layer) merupakan lapisan dimana akan
dimasukkan variabel input yang pada Gambar 2.1 dituliskan sebagai x; =
(x1,x7,++,xy). Dari input layer, data masukan tersebut akan diolah pada lapisan

tersembunyi (hidden layer). Di dalam hidden layer terdapat sejumlah fungsi basis
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yang sejenis sesuai dengan perancangan. Setiap fungsi basis akan menghasilkan
sebuah keluaran dengan bobot tertentu (koefisien w;). Keluaran dari jaringan ini
diperoleh dengan menjumlahkan seluruh keluaran fungsi basis dikalikan dengan
bobot masing-masing. Keluaran atau pada Gambar 2.1 ditulis sebagai u(x),
merupakan hasil aproksimasi dari suatu fungsi tertentu yang diaproksimasi
menggunakan jaringan fungsi radial basis (Setiawan, 2002).

Setiap jaringan fungsi radial basis akan menggunakan fungsi basis dalam
prosesnya. Biasanya akan digunakan lebih dari satu buah fungsi basis. Tiap-tiap
fungsi basis mempunyai satu center dan satu bobot tertentu sehingga jumlah
center dan bobot memori yang digunakan sama dengan jumlah fungsi basis yang
digunakan. Untuk m buah masukan pada jaringan maka diperlukan bobot memori
sebesar m x jumlah fungsi basis yang digunakan pada satu jaringan.

Diberikan sebuah himpunan yang terdiri dari pasangan variabel bebas x
dan variabel terikat y. Himpunan tersebut dilambangkan dengan {x;, y;}i~; dengan
m adalah banyaknya titik input, yaitu x = [x;, x5, ..., x,n]7 dengan T adalah
operasi transpose (Mai-Duy & Tran-Cong, 2003).

Suatu jaringan fungsi radial basis merupakan pemetaan dari ruang input

yang berdimensi p ke ruang output yang berdimensi 1, atau dituliskan u: R? - R
yang terdiri dari himpunan bobot {wj};\':l, dan himpunan fungsi radial basis

{g:}%1. Ada bermacam-macam jenis fungsi radial basis yang secara umum bisa

ditulis dalam bentuk matematis g;(x;) = ¢;(llx; — c|l), dengan [|. || melambangkan
norma Euclid dan ¢ = {cj}?lz1 adalah suatu himpunan center yang bisa dipilih dari

sekitar data input (Mai-Duy & Tran-Cong, 2003).
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Aproksimasi fungsi satu variabel u(x) menggunakan fungsi radial basis

dilakukan sebagaimana rumus di bawah ini.
N
u(x) = z w,p(xc,) 2.1)
=1

Aproksimasi fungsi dua variabel wu(x;,x,) dilakukan sebagaimana rumus di

bawah ini.

N
u(Xl,Xz) = ZWj¢(X1,X2,C]', d]) (22)
=1

Aproksimasi terhadap fungsi tiga variabel sampai p variabel, hanya
mengubah fungsi basisnya saja, mengikuti fungsi yang diaproksimasi tersebut.

Terdapat beberapa jenis fungsi basis yang digunakan sebagai fungsi
aktivasi dalam jaringan fungsi radial basis. Fungsi basis yang paling umum
digunakan di antaranya adalah fungsi basis multiquadrics, invers multiquadrics,
dan Gaussian.

Bentuk umum fungsi multiquadrics dalam mengaproksimasi fungsi yaitu:

1. Untuk fungsi 1 variabel
qb(x, cj) = (x — cj)z + a, (2.3)

dengan a = var (¢)?, dan ¢ = {cj}?zl.

2. Untuk fungsi 2 variabel

¢(x1:x2'cj: dj) = \/(x1 — cj)z + (xZ - dj)z + B, (2.4)
dengan f = (M)Zv c= {Cj}:-l:l dand = {dj};lzl-

Keterangan:
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x, . vektor input pertama
x,  :vektor input kedua
¢ - ftitik center ke-j dari x4
d;  :ftitik center ke-j dari x;
a > nilai parameter untuk fungsi 1 variabel.
B - nilai parameter untuk fungsi 2 variabel (Zuhriyah, 2015).

Parameter « dan 8 dalam fungsi basis multiquadrics dengan menghitung
nilai varians dari c¢. Varians merupakan ukuran yang menyatakan variasi atau
keragaman data sehingga sering disebut dengan ragam. Varians untuk data sampel
¢ diberi simbol Var(c) atau s? dan dapat dihitung sebagaimana persamaan

berikut.

Vi - (Zhig) (2.5)
NN =1)

N
Var(c) =

dengan N adalah banyaknya titik ¢ (Simbolon, 2013).

Aminataei & Mazarei (2008) menyatakan bahwa pembahasan yang
penting dalam jaringan fungsi radial basis adalah menghitung nilai bobot w; yang
belum diketahui. Langkah-langkah dalam mengaproksimasi suatu fungsi
menggunakan jaringan fungsi radial basis setelah dipilih sebuah himpunan fungsi
¢, adalah menghitung nilai-nilai bobot w;. Langkah selanjutnya, jika telah
didapatkan himpunan nilai-nilai bobot w; maka jaringan fungsi radial basis bisa
dibentuk. Jaringan fungsi radial basis dibentuk oleh himpunan nilai bobot w; dan
himpunan fungsi radial basis ¢.

Himpunan nilai bobot w; bersifat linier sehingga menghasilkan suatu

kombinasi linier dari N fungsi radial basis. Fungsi u(x) membangun suatu
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kombinasi linier dari N fungsi basis. Kumpulan dari fungsi basis ini akan
membentuk suatu vektor-vektor basis yang pada akhirnya hal tersebut
dipergunakan untuk menghitung nilai bobot w;.

Kumpulan dari fungsi basis yang membentuk vektor basis ditulis sebagai
¢. Himpunan nilai bobot w; ditulis sebagai w. Sedangkan fungsi-fungsi u(x)
untuk x = {xq,x,, -, %} ditulis sebagai y. Mai-Duy & Tran-Cong (2003)

menyatakan bahwa hubungan antara nilai bobot w, y, dan ¢ adalah:

By (2.6)
(@)W = b1y @7)
w = ¢—1y (28)

dimana
$1(u ) o) - P cy) (2.9)

¢ = ¢1(x.2'c1) ¢2(x.2;C2) ¢N(x.2'CN)
¢1(x.n' c1) ¢2(X;l; Cz) - ¢N(x.n' cy)
w = [wy,wy, ..,wy]T (2.10)
Y=y yml" (2.11)
Fungsi ¢ merupakan fungsi basis yang telah diturunkan ataupun diintegralkan

terhadap variabel bebasnya. Pada kasus tertentu m = N.

2.1.1. Turunan-Turunan Hampiran dengan Jaringan Fungsi Radial Basis
Untuk memperoleh fungsi turunan hampiran dengan jaringan fungsi radial
basis multiquadric dapat diperolen dengan menurunkan fungsi basis terhadap

variabel bebasnya.
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Pada fungsi basis multiquadric satu variabel, turunan pertama dari ¢ (x, c;)
adalah ¢ (x,c;) yang bisa diperoleh dengan menurunkan persamaan (2.3)

terhadap x, sehingga diperoleh:

qu(x, C]) — X Cj

\/(x = cj)z g2

(2.12)

Turunan kedua dari ¢(x,¢;), yaitu ¢  (x,c;) diperoleh dengan menurunkan

persamaan (2.12) terhadap x, sehingga diperoleh:

¢ (x¢) = . E opaz) (2.13)

a+ (cj = x)2 4 ([32 + (c]- = x)z) : \/4(a2 T (cj = x)z)

2.2 Persamaan Klein-Gordon

Persamaan Klein Gordon pertama kali diperkenalkan oleh fisikawan Oskar
Klein dan Walter Gordon pada tahun 1927. Persamaan ini sangat cocok
diterapkan untuk partikel-partikel elementer karena partikel elementer dapat
bergerak dengan kecepatan mendekati kecepatan cahaya (v = ¢) (Nainggolan,
2012). Pada tahun 1926, Oskar Klein dan Walter Gordon menawarkan bahwa
persamaan tersebut dapat menjelaskan relatifitas elektron. Persamaan Klein
Gordon dapat diturunkan dari hubungan energi dan momentum relativistik dengan
mensubstitusikan operator-operator diferensial untuk energi dan momentum yang
diberikan dalam mekanika kuantum (Easif dkk, 2013).

Tahun 1926 pula seorang ilmuwan bernama Edwin Schrodinger telah
berhasil merumuskan persamaan Schrodinger, yaitu suatu persamaan yang

digunakan untuk mendapatkan fungsi gelombang bagi suatu sistem mikroskopis.
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Ketika efek relativitas diperhitungkan maka persamaan Schrodinger tersebut akan
berubah menjadi persamaan Klein-Gordon.

Persamaan Klein-Gordon dapat pula dipahami melalui penjelasan tentang
persamaan Schrodinger. Penyelesaian persamaan Schrodinger merupakan suatu
fungsi gelombang W(x, t), yaitu fungsi dua variabel yang terdiri dari variabel x
dan t, sehingga didapatkan petunjuk bahwa persamaan Schrodinger harus
berbentuk persamaan diferensial parsial.

Berdasarkan postulat tentang pendeskripsian keadaan gerak sistem, yaitu
keadaan gerak sistem dideskripsikan sebagai fungsi gelombang ¥(x, t). Artinya,
sebagai pendeskripsi keadaan maka fungsi gelombang tersebut memuat semua
informasi tentang sistem yang dibicarakan, misalnya: posisi, momentum linier,
energi, momentum sudut dan besaran-besaran dinamis lain yang diperlukan.
Sehingga didapatkan petunjuk berikutnya tentang persamaan Schrodinger bahwa
fungsi gelombang W(x,t) yang dihasilkan harus dapat digunakan untuk
mengetahui nilai berbagai besaran fisika yang dimiliki sistem (Sutopo, 2005).

Cara mengetahui nilai besaran fisika adalah dengan melakukan
pengukuran. Menurut postulat tentang pengukuran, mengukur adalah
mengerjakan operator (yang mewakili besaran fisika yang diukur) pada fungsi
gelombang yang mendeskripsikan keadaan sistem saat pengukuran. Kemudian hal
tersebut akan diterapkan pada kasus khusus, yaitu pengukuran energi total bagi
sistem konservatif.

Hukum kekekalan energi berlaku pada sistem konservatif, yaitu jumlah
energi kinetik ditambah energi potensial bersifat kekal: artinya tidak bergantung

pada waktu maupun posisi. Hukum kekekalan energi tersebut telah dapat
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dijelaskan dengan baik oleh fisika klasik. Dengan demikian sebagai teori yang
lebih baru, persamaan Schrodinger harus konsisten dengan hukum kekekalan
energi tersebut.

Secara matematis hukum kekekalan energi dapat diungkapkan dengan

rumusan:

P’ (2.14)

Suku pertama ruas kiri menyatakan energi kinetik, suku kedua menyatakan energi
potensial, dan ruas kanan menyatakan suatu tetapan yang biasa disebut sebagai
energi total.

Rumusan kuantum bagi hukum kekekalan energi tersebut diperoleh

dengan merubah persamaan (2.14) menjadi persamaan operator yaitu:

=~2

s T 4= (2.15)
s—+V(X)=E.

Cara kerja operator P dan V(X) dalam ruang posisi adalah P = —ikd/dx
dan V(X) = V(x). Jika ungkapan tersebut disubstitusikan pada persamaan (2.15)
kemudian masing-masing ruas persamaannya dikerjakan pada sebarang fungsi
gelombang W(x, t) maka didapatkan persamaan berikut.

h? 0%2¥(x,t)
2m  0x?

+V(@)¥(x,t) = EW(x,t). (2.16)

Postulat pengukuran selanjutnya akan digunakan untuk mengetahui cara
kerja operator E khususnya yang berhubungan dengan dampak pengukuran
terhadap keadaan sistem. Menurut postulat ini, fungsi gelombang tidak berubah

akibat pengukuran jika fungsi gelombang tersebut merupakan fungsi eigen bagi

besaran yang diukur.
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Fungsi gelombang W(x,t) = e!®*=% jni memiliki frekuensi sudut

sebesar u. Berdasarkan kaitan Planck-Einstein E = hu, dapat disimpulakan bahwa

fungsi gelombang tadi mendeskripsikan keadaan partikel yang memiliki energi

sebesar F = hu. Dengan kata lain, fungsi gelombang tadi merupakan fungsi eigen

bagi operator energi E dengan nilai eigen E = Au. Dengan demikian, fungsi
gelombang tadi harus memenuhi persamaan nilai eigen:

E¥(x,t) = AU¥(x, 0). (2.17)

Jadi, dengan menggunakan fungsi gelombang W(x,t) = e!**~10 disimpulkan

bahwa operator E berbentuk E = ihd/dt, sebab

ov Jt d . A 3 \
A (g?; ) _ iha(el(kx—ut)) X hﬁ(el(kx_Ut)) = huW¥(x, t). (2.18)

Operator E yang telah diperoleh kemudian disubstitusikan pada persamaan
(2.16) menjadi

h? 0°¥(x,t) _0¥(x, t)
Tom  ox2 +V(x)¥(x,t) = —ih T

(2.19)

Persamaan (2.19) merupakan persamaan diferensial parsial yang jika
diselesaikan akan menghasilkan fungsi gelombang W(x,t), namun persamaan
tersebut hanya berlaku untuk sistem yang energi potensialnya secara eksplisit
tidak bergantung pada waktu t. Untuk itu, perubahan yang perlu dilakukan adalah
cukup dengan mengubah V(x) menjadi V(x,t). Dengan demikian didapatkan
persamaan akhir:

h? 0%2¥(x,t) 0¥ (x,t)

— = —j 2.20
T ax2 +V(x,t)¥(x,t) ih 5% (2.20)

Persamaan (2.20) inilah yang disebut dengan persamaan Schrodinger (dalam satu

dimensi) (Sutopo, 2005).
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Selanjutnya, untuk memperoleh bentuk persamaan Klein-Gordon akan
digunakan persamaan energi dan momentum 4-vektor relativistik.
E* = p2c? + m3ct (2.21)
Sebagaimana pada penurunan persamaan Schrodinger, definisi operator p
dan E disubstitusikan pada persamaan (2.21) kemudian masing-masing ruas
persamaannya dikerjakan pada sebarang fungsi gelombang W(x,t) sehingga
didapatkan persamaan berikut.

,02W(x,t) L 0°W¥(x,t)

riS @ 0x2

= m3c*¥(x,t) (2.22)

Penyederhanaan persamaan (2.22) dilakukan dengan memindahkan A* ke ruas

kanan, sehingga diperoleh

°%(x,t) ,0°¥(xt) mfc*¥(x,t)
-_— C —

(2.23)
ot? 0x? h?
atau bisa juga ditulis
2 2 2 .4
0°W(x,t) s 0°W(x,t) h mgc*W(x, t) —0 (2.24)

atZ 0x2 hZ
Easif dkk, (2013) dalam jurnalnya yang berjudul The Finite Difference
Methods for @*-Nonlinear Klein Gordon Equation menyatakan persamaan Klein-
Gordon dalam bentuk

32712‘ = c2Au — f(u) (2.25)

Persamaan (2.25) diberi nama persamaan Klein-Gordon setelah Oskar

Klein dan Walter Gordon mengemukakan bahwa persamaan tersebut menjelaskan
elektron relativitas pada tahun 1926. Ketika gaya f(u) = mu —au® maka

persamaan (2.25) disebut persamaan nonlinear @*- Klein Gordon (persamaan @*4).
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0%u
ot?

= c?Au — mu — au® (2.26)
dengan m merupakan massa dan « adalah suatu konstanta.

Igbal, dkk (2010) dalam jurnalnya mendefinisikan persamaan Klein-
Gordon dalam bentuk yang lebih matematis dengan menuliskan fungsi W(x,t)
sebagai fungsi u, yaitu:

U + AUy + Bu+yu= f(x,t), x€Q=(ab)cR 0<t<T,
dengan kondisi awal:
u(x,0) = g;(x), us(x,0) = g,(x), X EQ,
dan kondisi batas:
u(a, t) = gs;(t), t>0
u(b, t) = g,(t), e (0]
di mana a, f dan y adalah suatu konstanta, f(x,t), g1(x), g.(x), g,(t), dan

g,(t) adalah suatu fungsi yang diketahui, dan fungsi u(x,t) merupakan fungsi

gelombang tertentu yang akan dicari.

2.3 Metode Beda Hingga

Persamaan diferensial tidak selalu mudah diselesaikan secara analitik.
Oleh karena itu, seringkali dibutuhkan pendekatan solusi secara numerik untuk
menyelesaikannya. Salah satu metode numerik yang sering digunakan adalah
metode beda hingga. Metode beda hingga merupakan metode yang umum
digunakan dalam menyelesaikan permasalahan persamaan diferensial biasa
maupun persamaan diferensial parsial yang didasarkan pada ekspansi deret Taylor
(Strauss, 2007).

Adapun operator metode beda hingga menurut Strauss (2007) yaitu:
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n

ou _ Wi — W' (2.27)
ox  Ax

untuk persamaan beda maju.

n_

ou _ W Uty (2.28)
0x Ax

untuk persamaan beda mundur.

ou _ Wi — Uy (2.29)
ox 2N 14

untuk persamaan beda pusat.

Persamaan (2.27), (2.28) dan (2.29) dapat diperoleh dari ekspansi deret
Taylor. Misalkan diberikan fungsi u(x + Ax, t), u(x — Ax, t), u(x, t + At) dan
u(x,t — At) di aproksimasi ke dalam deret Taylor di sekitar u(x, t) sebagaimana

berikut.

1 1
ulx + Ax, t) = u(x, t) + u, (x, t)Ax + Euxx(x, t)Ax? + guxxx(x, t)Ax3 4+ -+ (2.30)

1 1
u(x — Ax, t) = ulx, t) — u,(x, t)Ax + Euxx(x, t)Ax? — guxxx(x, t)Ax3 + -+ (2.31)

1 1l

u(x, t + At) = u(x, t) + us(x, t)At + Eutt(x, t)At? + gum(x, AL + -+ (2.32)
1 1

ulx, t — At) = u(x, t) + ue(x, t)At + Eutt(x, t)At? + gum(x, A3 + - (2.33)

Turunan hampiran pertama terhadap x untuk beda maju, beda mundur dan beda
pusat dapat dilakukan dengan menggunakan ekspansi deret Taylor dari persamaan
(2.30), (2.31), (2.32) dan (2.33) yang dipotong sampai orde tertentu.

Aproksimasi turunan pertama terhadap x untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan mengurangkan persamaan (2.30) dengan persamaan (2.31), sehingga

diperoleh
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1
ulx + Ax, t) —u(x — Ax, t) = 2u,(x, t)Ax + guxxx(x, t)Ax? + -

20xu, (x,t) = u(x + Ax,t) —u(x — Ax, t) + 0(Ax)3

u(x + Ax,t) —u(x — Ax, t)

(2 8) = 2hx

+ 0(Ax)3 (2.34)

Aproksimasi turunan pertama terhadap t untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan mengurangkan persamaan (2.32) dengan persamaan (2.33), sehingga

diperoleh

1
u(x, t + At) —u(x, t — At) = 2u,(x, t)At + gum(x, t)At? + -

20tu (x, t) = ulx, t + At) —u(x, t — At) + 0(At)3

ulx, t + At) — u(x, t — At)
2At

Ul W= + 0(At)? (2.35)

Jika digunakan subskrip j untuk menyatakan titik diskrit pada arah x dan
superskrip n untuk menyatakan titik diskrit pada arah t, maka persamaan (2.34)
dan (2.35) berturut-turut dapat ditulis

n 1
ou Uy — Uiy

' 2.36

0x 2Ax ( )
n+l _ on-1

Pt Ui (2.37)

ot 20t

Adapun aproksimasi turunan kedua terhadap x untuk beda pusat diperoleh
dengan menjumiahkan persamaan (2.30) dengan persamaan (2.31), sehingga

diperoleh

1
ulx + Ax, t) + u(x — Ax, t) = 2u(x,t) + ZEuxx(x, t)Ax? + -+

u(x + Ax, t) + u(x — Ax, t) = 2u(x,t) + uy, (x, t)Ax? + 0(Ax)*

Uy (6, )AX? = u(x + Ax, t) — 2u(x, t) + u(x — Ax,t) + 0(Ax)*
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ulx + Ax, t) — 2u(x, t) + u(x — Ax, t)

+ 0(Ax)* (2.38)
Ax

Uy (X, t) =

Aproksimasi turunan kedua terhadap t untuk beda pusat diperoleh dengan

menjumlahkan persamaan (2.32) dengan persamaan (2.33), sehingga diperoleh
1
u(x, t +At) + u(x,t — At) = 2u(x, t) + ZEu“(x, t)At? + -

u(x, t + At) + ulx, t — At) = 2ulx, t) + u(x, t)At? + 0(At)*
e (x, )Ax? = ulx, t + At) — 2u(x, t) + ulx, t — At) + 0(Ax)*

ulx, t + At) — 2u(x, t) + u(x, t — At)

U (x, t) = e

+0(Ax)* (239)

Jika digunakan subskrip j untuk menyatakan titik diskrit pada arah x dan
superskrip n untuk menyatakan titik diskrit pada arah t, maka persamaan (2.38)
dan (2.39) berturut-turut dapat ditulis

2y ul, —2ul +ult
aa;: 1 ijz i (2.40)

2 n+1_2 n+ 7}—1
B o i i) (2.42)
ot At?

2.4 Basis
Basis mempunyai definisi jika V' adalah suatu ruang vektor sebarang dan
S = {v;,v,, -, v, } adalah suatu himpunan vektor-vektor pada V/, maka S disebut
basis untuk V jika dua syarat berikut berlaku:
(@) S bebas linier.
(b) S merentang V (Anton & Rorres, 2004).
Sebagai contoh, jika v,, v,, v, -+, vy merupakan vektor-vektor berikut
vy = (¢(a,c1),h(xz, ¢1),+, h(xm—1,¢1), $(b, c1))

vy = (d)(a, CZ): h(er CZ): ) h(xm—ll CZ)! ¢(br CZ))
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V3 = (d)(a, C3); h(er CB): ) h(xm—ll C3), ¢(br C3))

vy = (p(a,cn), h(xz,cn), -+, h(xm—1, cn), d(b, c))
dan S = {v;,v,,v3, -, vy} Serta N =m, maka selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa S adalah basis di ruang R". Oleh karena itu, perlu ditunjukkan bahwa S
merentang R" dan S bebas linier.

Cara menunjukkan bahwa himpunan S merentang R" adalah dengan
menunjukkan bahwa suatu vektor sebarang d = (d4,d;, d3, -, d,, ) Yang dapat
dinyatakan sebagai suatu kombinasi linier dari vektor-vektor pada S sebagaimana
berikut.

d =wv; +wv, + -+ wyvy
atau
d = wi(p(a,c1), h(xz, 1), A(Xpm—1,¢1), $(b, c1))
+w, (p(a, cz), h(xz, ¢2), -+, h(Xm—1, €2), d(b, c2)) + -
+ wyd(a, cy), h(xz, cn), -, h(xpm—1, cn), ¢ (b, cy)
atau, dengan menyetarakan komponen-komponen yang bersesuaian sehingga

diperoleh bentuk berikut.

¢ (a,c)wy + @d(a, c))w, + -+ ¢(a, cy)wy= dy
h(xz, c1)wy + h(xy, c2)wy + -+ + h(xy, cy)wy= d;

h(xs, ci)wy + h(xs, c2)w, + -+ + h(x3, cy)wy= d3 (2.42)

h(xXpm-1, )Wy + h(Xp—1, )Wy + -+ + h(Xpy—1, C)WN= dip—q
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d)(b; Cl)Wl + ¢(b, CZ)WZ +-t ¢(b, CN)WN: dm

Dalam bentuk matriks dapat ditulis dalam bentuk berikut.

[ P(a,cq) ¢(a,c2) o @laen) ]

wWq [dl]
h(xz,c1)  h(xz,cz) ~ h(xg,en) [Wz] |d; |
h(x3, 1) h(x3, ¢2) e hGsen) iy | = I ds I (2.43)
h(xm;1'C1) h(xm;bcz) h(xm—.l;CN) lWNJ lldmjl
L ¢(b,c1) ¢(b,cz) = ¢bcy) |

Jadi untuk menunjukkan S merentang R" harus ditunjukkan bahwa sistem (2.27)
memiliki satu solusi untuk setiap pilihan dari d = (d,,d5, =+, d.,).

Cara untuk membuktikan bahwa S bebas linier adalah dengan
menunjukkan bahwa satu-satunya solusi dari

W1V1 + WUy + -+ WDy = 0 (244)

adalah w; = w, = - = wy = 0. Jika persamaan (2.28) dinyatakan dalam bentuk

komponen-komponennya maka hanya akan ditunjukkan bahwa sistem homogen

¢(a,c)w; + p(a,c)wy + -+ pla, cy)wy= 0
h(x,, c1)wy + h(xy, c2)wy + -+ + h(xy, cy)wy= 0
h(x3, Cl)Wl + h(x3, CZ)WZ + R ° S + h(x3, CN)WN: 0
(2.45)
h(xXpm—1, c))Wy + h(xp_q, c2)Wy + -+ + h (X1, cy)wy= 0

¢(b, Cl)Wl + ¢(b! CZ)WZ + -+ ¢(b, CN)WN= 0

hanya akan memiliki solusi trivial.
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Jadi, dibuktikan bahwa S bebas linier dan merentang R" untuk m = N.

Dengan demikian S adalah basis untuk R".

2.5 Galat
Penyelesaian secara numerik dari suatu persamaan matematik hanya

memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilai eksak dari penyelesaian analitik.
Berarti dalam penyelesaian numerik tersebut terdapat kesalahan atau galat
terhadap nilai eksak (Triatmodjo, 2002).

Galat bawaan adalah galat dari nilai data. Galat tersebut bisa terjadi karena
kekeliruan dalam menyalin data ataupun salah membaca skala pada suatu alat
ukur. Galat pembulatan terjadi karena tidak diperhitungkannya beberapa angka
terakhir dari suatu bilangan. Galat ini terjadi apabila bilangan perkiraan digunakan
untuk menggantikan bilangan eksak. Sedangkan galat pemotongan terjadi karena
tidak dilakukannya hitungan sesuai dengan prosedur matematik yang benar.
Sebagai contoh suatu proses tak terhingga diganti dengan proses berhingga.

Hubungan antara nilai eksak, nilai perkiraan dan galat adalah sebagai
berikut.

u=a+E (2.46)

dengan:
u :nilai eksak
@ :nilai perkiraan
E : kesalahan terhadap nilai eksak
Berdasarkan bentuk persamaan (2.46) dapat disimpulkan bahwa galat

adalah selisih antara nilai eksak dan nilai perkiraan, yaitu:
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E=u—1 (2.47)
Bentuk galat seperti diberikan oleh persamaan (2.47) disebut dengan galat
absolut. Galat absolut tidak menunjukkan besarnya tingkat kesalahan.
Besarnya tingkat kesalahan dapat dinyatakan dalam bentuk galat relatif,
yaitu dengan membandingkan kesalahan yang terjadi dengan nilai eksak
(Triatmodjo, 2002).

H
£=—
u

dengan e adalah galat relatif terhadap nilai eksak. Galat relatif sering diberikan
dalam bentuk persen seperti berikut ini.
E
£ =—x100% (2.48)

Mai-Duy & Tran-Cong (2003) juga menyebutkan bahwa untuk
menentukan galat juga dapat dilakukan dengan menghitung jumlah galat kuadrat
atau sum square error (SSE) antara fungsi aproksimasi jaringan fungsi radial basis

dan fungsi asalnya, yaitu:

N
SSE = ) (- )’ (2.49)
j=1
Galat pada masing-masing titik dapat diketahui dengan menghitung rata-rata dari

SSE dengan menggunakan

Sty — ﬁj)z (2.50)
p

SSE =

dengan p adalah banyaknya titik.
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2.6 Keteraturan Alam Semesta
Ukuran bulan dan matahari tampak sama jika dilihat dari bumi meskipun
sebenarnya matahari berukuran jauh lebih besar dari pada bumi. Penampakan
bumi dan matahari yang sama besar ini memungkinkan gerhana matahari.
Keteraturan penciptaan Allah Swt. tersebut merupakan sebuah anugrah bagi
kehidupan di bumi. Ukuran-ukuran yang sangat ideal itu tidak mungkin terjadi
secara kebetulan. Hal tersebut merupakan rahmat Allah yang memungkinkan
orang untuk meneliti mahkota matahari (Sani, 2014). Dalam Al-Quran, Allah Swt.
berfirman:
8 elud A S 10 S Ay 8T eopiall SWG L ol

-
- 83 PR - - 82~

“vang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Allah tidak mempunyai anak,
dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan Allah telah menciptakan
segala sesuatu, dan Allah menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.” (QS.
Al-Furgan/25:2).

Dijelaskan dalam tafsir Ibn Katsir (2004) bahwa lafadz 3% ¢.2 48 5l

.55 yang artinya “Allah telah menciptakan segala sesuatu, dan Allah menetapkan

ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya” mempunyai maksud bahwa segala
sesuatu selain Allah adalah makhluk (yang diciptakan) dan marbub (yang berada
di bawah kekuasaan-Nya). Allahlah pencipta segala sesuatu, Rabb, Raja, dan
Ilahnya. Sedangkan segala sesuatu berada dibawah kekuasaan, aturan, tatanan dan

takdir-Nya.
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Al-Qurthubi (2009) menjelaskan bahwa maksud dari lafadz 5.5 5348

adalah menetapkan segala sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan
hikmah yang diinginkan-Nya, dan bukan karena nafsu dan kelalaian, melainkan
segala sesuatu berjalan sesuai dengan ketentuan-Nya hingga hari kiamat dan
setelah kiamat. Karena Allah adalah Sang Pencipta Yang Maha Kuasa, dan untuk
itulah semua makhluk beribadah kepada-Nya.

Keteraturan penciptaan alam semesta juga dijelaskan pada Al-Quran surat
Al-Qamar ayat 49.

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”. (QS. Al-Qamar
154:49).

Katsir (2004) menjelaskan bahwa maksud dari ayat di atas adalah Allah
menetapkan suatu ukuran dan memberikan petunjuk terhadap semua makhluk
kepada ketetapan tersebut. Oleh karena itu, para ulama’ sunnah menjadikan ayat
yang mulia ini sebagai dalil untuk menetapkan takdir Allah bagi suatu makhluk
sebelum makhluk itu diciptakan. Dan itu merupakan ilmu Allah terhadap segala
sesuatu sebelum adanya dan pencatatan ketentuan masing-masing makhluk
sebelum semuanya tercipta.

Menurut Al-Qarni (2007), ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah
menciptakan segala sesuatu dan menentukan ukurannya sesuai ketetapan, ilmu
pengetahuan, dan suratan takdir. Jadi semua yang terjadi di alam semesta pasti
berdasarkan takdir-Nya.

Semua diciptakan Allah dengan ukuran yang ideal dan memiliki fungsi

tersendiri. Begitu pula dengan struktur dan susunan benda serta makhluk hidup.
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Misalnya, buah semangka yang memiliki pohon yang tinggi, sedangkan buah
durian yang berkulit keras memiliki pohon yang cukup tinggi. Firman Allah Swit.:

£ £ o~

S L Ay DS PP PRI | PR ST 1P
20 08330 el S e G s (o) L Ll Lesnae (0N

“dan Kami telah menghamparkan bumi dan menjadikan padanya gunung-gunung dan
Kami tumbuhkan padanya segala sesuatu menurut ukuran”.(QS. Al-Hijr /15:19).

Kemudian Allah ta’ala menuturkan bagaimana Allah menciptakan bumi
dan menjadikannya membentang luas dan datar, menjadikan gunung-gunung yang

tegak, lembah-lembah, tanah (daratan), pasir, dan berbagai tumbuh-tumbuhan dan

buah-buahan yang sesuai. Ibnu Abbas mengatakan tentang 333 £l f)j i “Segala

sesuatu dengan ukurannya”, 3% artinya maklum (diketahui tertentu) (Katsir,

2004).

Tafsir Muyassar menjelaskan maksud dari QS. Al-Hijr/15:19 yaitu bahwa
Allah telah menghamparkan bumi, meratakannya, dan menegakkan gunung-
gunung yang kokoh di atasnya, yang menguatkan agar tidak bergoyang. Allah
juga menumbuhkan di bumi dari setiap pasangan, dari berbagai macam tumbuhan
dengan ukuran yang sudah ditentukan, yang dibutuhkan manusia dan binatang
(Al-Qarni, 2007).

Struktur, susunan, dan fungsi hewan juga diciptakan dengan sangat sesuai.
Keragaman hewan sangat bermanfaat bagi kehidupan di bumi. Ukuran dan
karakteristik hewan juga mengikuti aturan yang ideal untuk kehidupan di bumi.
Ukuran lebah dan kupu-kupu sesuai untuk penyerbukan bunga. Semut berukuran
kecil membantu menyebarkan biji dari buah-buahan yang dimakannya. Tidak

hanya ukuran yang dibuat teratur, namun bentuk serta posisi anggota tubuh dan
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warna hewan memiliki fungsi masing sesuai dengan kebutuhannya. Semua yang
diciptakan Allah adalah berdasarkan ukuran dan ketentuan yang sangat sesuai
dengan kebutuhan makhluknya dan tidak ada yang diciptakan dengan sia-sia
(Sani, 2014).

Seluruh benda yang diciptakan Allah mempunyai kesesuaian masing-

masing, bahkan dari benda yang sangat kecil. Sebagaimana firman Allah:

A S - e o =
|

(a8 z
. e - g Aot 2 nai i LI AT O P R
G2 o by el T Jo Lo Qoo 2 s 201 3 2k L o

2= PR
,@\w\} o ‘ A Jw‘”/ P

“Allah mengetahui apa yang masuk ke dalam bumi, apa yang ke luar daripadanya, apa
yang turun dari langit dan apa yang naik kepadanya. dan Allah-lah yang Maha
Penyayang lagi Maha Pengampun.” (QS. Saba’:2 ).

Katsir (2004) menjelaskan bahwa Mujahid dan Qatadah berkata: “Tidak
ada yang tersembunyi dari pada-Nya, yaitu semua berada di bawah ilmu-Nya,
dimana tidak ada sesuatu pun yang tersembunyi dari-Nya.” Tulang-tulang itu
sekalipun sudah saling berserakan, berpisah dan berantakan, maka Allah Maha
Mengetahui kemana dia pergi dan dimana dia berserakan. Kemudian Allah
mengembalikannya, sebagaimana Allah menciptakannya pertama kali. Karena

sesungguhnya Allah Maha Mengetahui segala sesuatu.
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PEMBAHASAN

3.1 Solusi Numerik Persamaan Linier Klein-Gordon Menggunakan Jaringan
Fungsi Radial Basis

Pembahasan ini mengkaji tentang solusi numerik dari persamaan:

u(x, ) + au(x, t) o + fulx, t) + yulx,t) = f(x,t), (3.51)

dimanax € Q = (a,b) c R, 0 <t < T, dan dengan kondisi awal:

u(x,0) = g, (x), x €Q, (3.52)

u:(x,0) = g, (x), X EQ, (3.53)
serta kondisi batas:

u(a, t) = gs(t), t>0 (3.54)

u(b,t) = gu(t), t>0 (3.55)

dimana @, B dan y adalah suatu konstanta, f(x,t), g1(x), g2(x), g,(¢t), dan
g,(t) adalah suatu fungsi yang diketahui, dan fungsi u(x, t) merupakan variabel
yang akan dicari (Igbal dkk, 2010).

Persamaan (2.14) akan diselesaikan secara numerik menggunakan
beberapa langkah yang akan diuraikan pada subbab berikut.
3.1.1 Diskritisasi

Proses diskritisasi dilakukan pada beberapa persamaan. Diskritisasi yang
pertama yaitu diskritisasi persamaan (2.14) terhadap waktu menggunakan metode
implisit beda pusat sebagaimana pada persamaan (2.41). Sehingga u menjadi

suatu fungsi yang hanya bergantung pada variabel x.

30
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() — 2™ () + u D ()
u X u X u X
e + eV @) + put () +yu O ()

= f(x’ t(n"'l))

dengan pangkat bertanda kurung menjelaskan indeks dari variabel yang diikuti.

Ruas kanan dan ruas Kiri dikalikan dengan At? untuk mempermudah
pengelompokan variabel u™*Y (x). Untuk penyederhanaan penulisan, selanjutnya

u(x) akan ditulis dengan u saja.

u(n+1) b Zu(n) + u(n_l)

e At? + aht?ulD + (B + y)At2u @D

SPG ©t Y
Semua suku yang mempunyai indeks (n + 1) dikumpulkan di ruas kiri dan
yang lain di ruas kanan.
u@*tD 4 aAtzugﬂ) + At2(B + y)u("+1) — 2um _ (-1

+ At f(x, t (D)

Koefisien dari u™*Y dikumpulkan menjadi satu pada ruas kiri untuk

penyederhanaan penulisan.

adt?2u D + (1 + A28 + y)u®tD = 2ul — 7D
(3.56)
+ A2 f(x, t D)
yang pada akhirnya u™*1 merupakan solusi u pada waktu ke (n + 1) yang akan
dicari.
Langkah selanjutnya adalah melakukan diskritisasi pada persamaan (3.52)

dan (3.53) menggunakan metode beda pusat dengan mengikuti persamaan (2.36)

untuk memperoleh nilai u(® dan u™), sehingga persamaan (3.52) menjadi:
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u® = g, (x). (3.57)

dan persamaan (3.53) menjadi:

(2) — 4,0
u u
“Aar 92 (x),
u©® = 4@ — 2Atg, (x). (3.58)

Bentuk diskrit persamaan (2.14) pada saat n = 1 selanjutnya diperoleh
dengan mensubstitusikan n = 1 pada persamaan (3.56) yang pada akhirnya

bertujuan untuk memperoleh nilai u(?.

art?ul® + (1 + At2(B + y)u® = 2u® —u® 4 At?f(x,t@)  (3.59)

dimana u™ dan u(®> merupakan nilai yang dapat diperoleh dari persamaan (3.57)

dan (3.58), sehingga persamaan (3.59) menjadi:
art?u® + (1 + A28 + ) u®@ = 2g:(x) — WP — 2Atg, (%))

(3.60)
+ At f (x,t@)

Persamaan (3.60) ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana sebagaimana berikut.

abt?ul) + (1 + A28 +))u® = 29:(x) —u® + 2Atg, (x)
(3.61)
+ A% f(x, t @)

Suku yang memuat u® pada ruas kanan dikumpulkan di ruas Kiri,

sehingga persamaan (3.61) menjadi:

adt?u? + (2 + At2(B +7))u® = 29, (x) + 2At g, (x) + At?f (x,t @) (3.62)
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3.1.2 Aproksimasi Fungsi u menggunakan Jaringan Fungsi Radial Basis
Langkah selanjutnya adalah mengaproksimasi fungsi yang masih
mengandung variabel x. Dengan demikian, aproksimasi yang dilakukan akan
mengikuti persamaan (2.1). Pada persamaan (3.62) terdapat dua fungsi yang

mengandung variabel x, yaitu u dan u,.., sehingga persamaan (3.62) menjadi

N N
alt? Z Wj(z) D (0 Gi) 15 (2 + At?(B + )/)) Z Wj(z) b (x, cj)
=1 =1

(3.63)
= 29, (x) + 2Atg, (x) + At?f(x, @)
Persamaan (3.63) disederhanakan lagi menjadi
N
D WP (@bt (x,6) + (2 + A (B + 1) b6, )
=l (3.64)

= 2g,(x) + 2Atg,(x) + At?f(x, @)

Persamaan (3.64) dimisalkan sebagaimana bentuk berikut untuk

menyederhanakan penulisan.
abt?py(x,¢;) + (2 + At2(B +1))op(x,¢;) = h(x, ¢)),
dan
291 (x) + 24t g, (x) + At?f(x,t@) = B(x, t?)

sehingga persamaan (3.64) menjadi:

N
> wPht,) =B(x,t®),  as<x<b (3.65)
j=1

Aproksimasi selanjutnya dilakukan pada kondisi-kondisi batas yang telah

diberikan. Aproksimasi kondisi batas kiri yaitu persamaan (3.4) menjadi:
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N
> wP(a,) = g:(t?), (3.66)
=1

Aproksimasi kondisi batas kanan yaitu persamaan (3.55) menghasilkan:

N
> wP(b,)) = ga(¢®) (3.67)
=1

Persamaan (3.66), (3.65) dan (3.67) akan dijabarkan menjadi suatu

persamaan linier, sehingga untuk persamaan (3.66) diperoleh:

w@¢(a,c) + wP¢(a,c,) + -+ wPe(acy) = gs(t@).  (3.69)

Dan untuk persamaan (3.65) menjadi:

Wl(z)h(x, c)+ Wz(z)h(x, Cp) + -+ w,f,z)h(x, Cy) = B(x, t(z)). (3.69)

Sedangkan persamaan (3.67) menjadi:

wPp(b,c) + wPd(b,c,) + - + wPd(b,cy) = ga(t@).  (370)

Dengan ¢(x,c;) merupakan fungsi real dan wj(z) merupakan suatu koefisien

konstan sehingga wj(z)qb(x, ¢;) adalah suatu perkalian yang bersifat komutatif.
Oleh karena itu, persamaan (3.68) menjadi

d(@, c)w® + p(a, c)Iw? + - + pla, ey)wP= g5(a, tP).  (3.71)

Variabel x pada persamaan (3.69) berbentuk diskrit yaitu x = (x5, x3,**, X;n_1),
sehingga untuk masing-masing x, diperoleh bentuk persamaan (3.69) sebagai

berikut. Untuk x = x, menjadi,

h(x, cOWD + h(xy, )W + o+ h(xy, cy)w D= B2z, t®)  (3.72)
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Untuk x = x3 menjadi,
h(xs, cOW + h(xs, )W + -+ h(xg, cy)wiP= B(x3, t@)  (3.73)

Dan seterusnya demikian sampai pada x = x,,_;. Untuk x = x,,_; menjadi,

h (1, cOW + W1, cOWS + oo R, cx)W D= B(xmq, t2). (3.74)
Selanjutnya persamaan (3.70) menjadi

o (b, cHIW® + p(b, c)w® + - + p(b, WP = g(t®)  (3.75)

Persamaan (3.71) sampai dengan (3.75) ditulis dalam bentuk sistem

persamaan linier sebagai berikut:
d(a, c)w® + ¢(a, c)w? + - + ¢(a cy)wy = gs(a,t)
h(x, C1)W1(2) + h(x,, Cz)Wz(z) R Tl 5, CN)WIS;Z): B (x5, t®)
h(xs, Cl)Wl(Z) + h(xs, cz)wz(z) + -+ h(xs, CN)WISIZ): B(x5,t®)

(3.76)

h(xm-1, C1)W1(2) + h(xm-1, Cz)Wz(z) e h (oo CN)WIEJZ)z B (%xp—1,t®)

d(b, cIW + (b, c)ws® + -+ + ¢ (b, cy)wP = ga(b, t)

3.1.3 Menghitung Solusi u(®

Solusi u® merupakan solusi dari persamaan (3.62) pada saat t yang ke-2.

Solusi u(® dapat diperoleh dengan mengikuti bentuk pada persamaan (2.1).

Dengan demikian terlebih dahulu dibutuhkan nilai koefisien wj(z) untuk keperluan

tersebut. Nilai koefisien wj(z) akan dicari menggunakan persamaan yang telah
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diperoleh dari hasil aproksimasi. Sistem persamaan linier (3.76) dapat ditulis

dalam bentuk matriks untuk mempermudah perhitungan. Sistem persamaan linier

(3.76) akan ditulis menjadi bentuk matriks sehingga diperoleh:

[ (].')(a,61) ¢(a,C2) qb(a,c3)
h(xz, 1) h(xy,cz) h(x,c3)
h(x3.,01) h(x3.'c2) h(xg.,c3)
ACm1,¢)  RCmo1,¢2)  hCtmo,Cs)
- ¢(b,C1) ¢(b,C2) ¢(b,C3)
[ g3(a,tP) ]
B(x,,t®)
_| B(x3,t@)

B(xm—lr t(Z))
NP

Sistem persamaan (3.77) dimisalkan sebagaimana berikut

menyederhanakan penulisan.

- ¢(a,cq) ¢(a,cz) ¢(a,c3)
h(xz; C1) h(xz; Cz) h(xz, C3)
A= h(x3, c1) h(x3, c3) h(x3,c3)
h(xpm-1,¢1) h(xm_1,¢2) h(xpm_1,c3)
L ¢(b,cq) ¢(b,cy) ¢(b,c3)
FWl(Z)‘ g3 (a' t)
@) B(x,, t(z))
W2 B(xa t@
X=1,@ ,dan B = (x3: )
3 :
(2) B(xm—b t(Z))
(W~ ga(b,t)

¢(a: CN) i -Wl(Z)-‘
h(xz,en) |[,,@
h(xs3,cy) 2
. W(Z)
: 3
h(xm—p cn) 3(2)
d)(bt CN) E -WN E

d)(a, CN) 1
h(x, cn)
h(x3‘, Cn)

h(xm—p cy)

(]’)(b, CN) -

(3.77)

untuk

Matriks A merupakan himpunan dari vektor basis sehingga sudah tentu

nilai koefisien wj(z) dapat ditentukan, yaitu dengan mengalikan A~ dengan B.

X=A"1-B
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Nilai koefisien wj(z) yang telah diperoleh kemudian digunakan untuk

menentukan solusi u(?). Dengan mengikuti persamaan (2.1) diperoleh bentuk u ()
sebagai berikut:
ugz) = Wl(z)qb(a, c)+ Wz(z)cp(a, cy) + W§2)¢(a, c3) + - Wls,z)db(a, cy)

ugz) = W1(2)¢(x2; cy) + W2(2)¢(X2» c) + W§2)¢(x2: c3) + - W,E,Z)q,’)(xz, cn)

uéz) = W1(2)¢(x3' c) + W2(2)¢(x3' ) + w3(2)¢)(x3, c3) + W]\(/2)¢(x3; cn)
dan seterusnya demikian hingga solusi ul(vz), dimana ugz)merupakan solusi u®
yang dicari dengan x; = a dan seterusnya.
3.1.4 Menghitung Solusi u®, u®, ... y®

Langkah selanjutnya adalah menghitung solusi u(®). Menghitung solusi

u® tidak sama dengan sebagaimana langkah untuk menghitung solusi u® pada
pembahasan sebelumnya. Solusi u® membutuhkan nilai awal dalam proses
menghitungnya, sedangkan untuk menghitung solusi u(® dan seterusnya tidak
diperlukan nilai awal akan tetapi hanya menggunakan nilai u sebelumnya.
Meskipun terdapat perbedaan, dalam menghitung solusi n® tetap mengikuti alur
yang sama dengan ketika menghitung solusi u(®, yaitu melalui langkah
diskritisasi dan aproksimasi. Dari persamaan (3.56) disubstitusikan nilai n = 2,

maka menjadi

abt2ul + (1+ A28 + P)u® = 2u® —u® + At2f (x, @) (3.78)

Solusi yang akan dicari dari persamaan (3.78) adalah u(®. Bentuk u®)

dapat dinyatakan sebagai suatu jaringan fungsi radial basis sebagaimana berikut.
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N
u® = Z WP (x,c)) (3.79)
=

Persamaan (3.78) selanjutnya diaproksimasi menggunakan jaringan fungsi

radial basis, sehingga diperoleh

N N
ade? ) w® guaec) + (1+82268 +1) ) wf b))
= =1 (3.80)

=2u® —u® + At2f(x, t®)

dengan solusi u™ dan u® adalah nilai yang telah diperoleh sebelumnya.

Persamaan (3.80) ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana menjadi

N
D WO (@8t (x,) + (1+ 828 + 1) )
2 (3.81)

=2u® —u® + At2f(x,t®).

Persamaan  (3.81) dimisalkan  sebagaimana  berikut  untuk

menyederhanakan penulisan.
alt? ¢, (x, cj) + (14 A28 +7))d(x, cj) = I(x, cj),
dan
2u® — W + AL2f(x,t®) = D(x, t®).

sehingga persamaan (3.81) menjadi:

N
Z w®l(x,¢)) = D(x,t®). (3.82)
=1

Bentuk penjabaran persamaan (3.82) adalah sebagai berikut.

W1(3)l(x, cy) + wz(g)l(x, cy) + -+ w,f,3)l(x, cy) = D(x, t®). (3.83)
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Dengan ¢(x,c;) merupakan fungsi real dan w].(3) merupakan suatu koefisien

konstan sehingga wj(3)q,’>(x, ¢;) adalah suatu perkalian yang bersifat komutatif.

Diketahui bahwa x berbentuk diskrit dengan x = (x5, x3,**,xm_1), Sehingga
untuk masing-masing x, diperoleh bentuk persamaan (3.83) menjadi sebagai
berikut.

Untuk x = x, menjadi,

[(xy, C1)W1(3) + I(xy, Cz)Wz(S) + -+ 1(xy, CN)WISIg): D(xzt®) (3.84)
Untuk x = x3 menjadi,

1, cOW + 10, )W + - + 10, cp)wS= D(x3,t®)  (3.85)
Dan seterusnya demikian sampai pada x = x,,_;. Untuk x = x,,,_; menjadi,

l(em-1, C1)W1(3) + (-1, Cz)W2(3) + o+ Lem-1, CN)WISlg): D(xm—p t(g))' (3.86)

Persamaan (3.71), (3.84), (3.85), (3.86) dan (3.75) selanjutnya dibentuk

suatu sistem persamaan linier yang tetap menyertakan kondisi batas namun pada
saat t(®,

P (a, c)wS® + d(a, c)ws + -+ dla, cy)w D= gs(t®)
l(XZI Cl)W1(3) + l(xZJ CZ)W2(3) + + l(xz, CN)WIEIP,): D(XZ, t(3))

1(xz, cOWS + 103, )W + -+ 1(xs, cy)w = D (x5, t @) (3.87)

L(em—1, C1)W1(3) + (X1, Cz)W2(3) + o+ 1 Oon-1, CN)W163)= D (xtpm-1,t®).
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$(b, cOw? + p(b, c)ws® + -+ (b, cyIwy = ga(t®)
Suatu sistem persamaan linier dapat ditulis dalam bentuk matriks untuk

mempermudah dalam mencari solusi. Sistem persamaan linier (3.87) akan ditulis

menjadi bentuk matriks sehingga diperoleh:

[ ¢(a,cqy) ¢(a,c;) ¢(a, c3) P(a,cn) 1w
[(x2, 1) 1(xz, c3) 1(x, c3) I(x3, cn) W(3)
l(x3,¢1) 1(x3,¢3) L(x3,¢3) L(x3, cn) 2(3)

: : : : W

l(Xm-1,¢1) Wxm-1,¢2) 1(Xp-1,C3) [(Xm-1,cn) :
L pbcr) b)) pb,ca) ¢ (b, cy) lwy]

(3.88)
93(t®)
D(Xz, t(3))

D(xm—li t(3))

D (X3, t(3))

94(t®)

Sistem persamaan (3.88) ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana

dengan melakukan pemisalan berikut akan dimisalkan:

[ ¢(ar Cl) ¢(a, CZ) (,b(a, C3) d)(a' CN) 1
I(x2, 1) 1(xy, c3) 1(x,c3) [(x2, cy)
A= 1(x3,¢1) L(x3,¢c2) l(x3., C3) Z(XB: cn)
W01, 61) 1, —1ea) ML (oRE ) Es) L1, CN)
- ¢(b1 cl) (p(b' CZ) d)(b; C3) ¢(b, CN) -
_wl(g)_ g3®)
3 D (22, t™)
W2 3)
X =] 03]|dan B = D (x5, ™)
w3 [’ :
: 3)
3) D(xm—113t )
N g4 (t®)

Matriks A merupakan himpunan dari vektor basis sehingga sudah tentu

nilai koefisien wj(3) dapat ditentukan, yaitu dengan mengalikan A~ dengan B.
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X=A1B
Dengan demikian dapat diperoleh nilai koefisisen w] yang akan digunakan

dalam menentukan solusi u®.
Solusi u® selanjutnya dinyatakan dalam bentuk jaringan fungsi radial
basis dengan mengikuti persamaan (3.79).

u® = w®(a,¢)) + wP(a,cr) + wPd(a, c5) + - wiP d(a, cy)

ug3) - W13)¢(xz; c) + Wz ¢(x2: Cz) + ws )d’(xZ' c3) + - wy )¢(x2’ cn)

(3) = W13)¢(x3»c1) +w;, )q,’)(xg,cz) +wy )¢(x3,c3) t - wy )¢(x3»CN)

(3)

dan seterusnya demikian hingga solusi u, °, dimana u(3)

merupakan solusi u(®

dengan x; = a dan seterusnya.

Solusi u§3),u§3),u§3), - yang telah diperoleh di atas adalah nilai u pada

(3)

saat t®. Solusi u;™ menjelaskan solusi u® dengan x; = a dan seterusnya.

Sedangkan, untuk nilai u pada saat t®, t(, .. dapat diperoleh dengan cara yang
sama sebagaimana cara mencari nilai u pada saat t®). Yaitu dimulai dengan

mensubstitusikan n selanjutnya pada persamaan (3.56).

3.2 Analisis Galat

Analisis galat dapat dilakukan jika persamaan (2.14) sudah disimulasikan
dengan parameter tertentu. Selanjutnya persamaan (2.14) akan diselesaikan
menggunakan jaringan fungsi radial basis sebagaimana pada pembahasan
sebelumnya dengan parameter-parameter sesuai dengan jurnal yang ditulis oleh

Igbal, dkk (2010).
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3.2.1 Simulasi

Penyelesaian persamaan linier Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi
radial basis disimulasikan dengan menggunakan paramater a« = —1, f = —1,
y =0 dan f(x,t) =0 pada persamaan (2.14) (lgbal dkk, 2010). Sehingga

persamaan yang diselesaikan adalah sebagai berikut:

T
Ut (0, ) — Uy (x, t) = ulx, t) 0<x< 5 (3.89)

dengan kondisi awal:

u(x,0) =1+ sin(x), 0<x S% (3.90)

u:(x,0) = 0, 0sx<3 (3.91)

dan kondisi batas:

u(0,t) = cosh(t), 0<t<3 (3.92)
T
u (E,t) =1+cosh(t), 0<t<3 (3.93)

dengan 0 <t < 3, At = 0,01 dan Ax = 0,1571.
Diskritisasi persamaan (3.89) terhadap waktu dilakukan menggunakan
metode beda hingga mengikuti persamaan (2.41) sehingga diperoleh

u(n+1) —2um + un1
(0,01)2

—ulft = yntt (3.94)

dengan u merupakan fungsi yang bergantung dengan x saja. Dalam bentuk yang

lebih sederhana, persamaan (3.94) dapat ditulis sebagaimana berikut.

—(0,01)2u*Y + (1 = (0,01)2)u™*D = 24™ — (-1 (3.95)

XX
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Kondisi awal persamaan Klein-Gordon linier juga akan ditulis dalam

bentuk diskrit. Persamaan (3.90) menyatakan bahwa konsidi awal yang pertama

adalah u(x,0) = 1 + sin(x). Artinya 1 + sin(x) adalah nilai u pada saat t = 0,

yaitu t yang pertama. Oleh karena itu, indeks u dalam bentuk diskritnya adalah

n = 1. Demikian pula berlaku nilai n yang sama pada kondisi awal yang kedua.
Sehingga persamaan (3.90) menjadi:

u® =1 + sin(x). (3.96)

Pendekatan fungsi turunan pertama dengan metode beda hingga mengikuti
persamaan (2.36). Sehingga pembentukan persamaan diskrit dari persamaan
(3.91) menjadi:

u(n+1) ) u(n—l)

=0
2(At)
gt MO
=0
2(0,01)
u® — 4O .
2(0,01)
=N (3.97)

Persamaan diskrit yang selanjutnya akan dibentuk dari kondisi batas (3.92)
dan (3.93). Persamaan (3.92) dengan batas kiri x = 0 menjadi

u™(0) = cosh(t™+D) (3.98)

dan persamaan (3.93) dengan batas kanan x = g menjadi
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u<"+1>(%) = 1 + cosh(t™*D) (3.99)

Persamaan (3.95) akan dibentuk kembali untuk n = 1 sehingga diperoleh

persamaan (3.100).
—(0,00)2u® + (1 — (0,01)Hu® = 2u® — 4O, (3.10
0)
Langkah selanjutnya adalah mensubstitusikan persamaan (3.96) dan (3.97) untuk

nilai u™® dan u(® pada persamaan (3.100) sehingga menjadi

—(0,01)%u + (1 - (0,01)2)u® = 2(1 + sin(x)) — u®.

—(0,01)2u? + (1 — (0,01)2)u® = 2 + 2sin(x) — u®. (3.10
1)

Suku yang mengandung u(® dikumpulkan di ruas kiri sehingga diperoleh

—(0,01)%u® + (2 — (0,01)2)u® = 2 + 2 sin(x). (3.10

X
2)
Demikian pula persamaan (3.98) dan (3.99) berturut-turut menjadi
u®(0) = cosh(t@) (3.10

3)
dan

u(Z)(g) =1 + cosh(t®) (3.10

4)

Aproksimasi fungsi u yang bergantung pada x menggunakan jaringan

fungsi radial basis dinyatakan sebagaimana pada persamaan (2.1). Selanjutnya
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untuk mengaproksimasi fungsi u pada waktu tertentu dapat dinyatakan dalam

bentuk

N
UMD = Z w™ g(x,¢), (3.105)
=1

dengan indeks (n + 1) menunjukkan waktu ke n + 1.
Solusi yang dicari dari persamaan (3.101) adalah u(®. Bentuk u(®) dapat
dinyatakan sebagai suatu jaringan fungsi radial basis sebagaimana berikut.

N
u® = Z wP¢(x,c) (3.106)
=1

j

dengan x = (xq, %y, -+, %11) =( 0, 0,1571, 0,3142, 0,4712, 0,6283, 0,7854, 0,9425,
1,0996, 1,2566, 1,413, 1,5708) dan nilai ¢ = x, yaitu x; = ¢4, x, = ¢, X3 = c3, dan
seterusnya sehingga N = m = 11. Hal tersebut bertujuan agar terbentuk matriks
persegi pada saat akan menentukan nilai koefisien w; pada langkah selanjutnya.

Persamaan (3.106) menjadi:

11
u® = z w®(x,c)) (3.107)
=1

Aproksimasi  selanjutnya dilakukan terhadap kondisi batas Kiri
menggunakan jaringan fungsi radial basis, sehingga persamaan (3.103) menjadi:

11 (3.10
Z Wj(2)¢(0, ¢;) = cosh(t@),
j=1 8)

Aproksimasi terhadap u® dan u,(f) pada persamaan (3.102) menggunakan

X

jaringan fungsi radial basis akan menghasilkan:
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11 11
—(0,01)2 2 Wb (x,¢)) + (2 = (0,01)2) Z w9¢(x, ;) = 2+ 2sin(x)
=1 j=1

]

11 (3.10
2 w? (=(0,01)2¢,(x,¢) + (2 = (0,01)2)¢(x, ¢;) ) = 2 + 2 sin(x) |
=1 9

Bentuk yang lebih sederhana dari persamaan (3.109) bisa ditulis sebagaimana

berikut
i w@h(x, ;) = B(x), e
= 0)

dengan
h(x, ¢j) = —(0,01)2¢(x, ¢;) + (2 — (0,01)2)p(x, ¢;), (3.11
1)

dan

B(x) = 2 + 2sin(x). (3.11
2)

Aproksimasi terhadap kondisi batas kanan, yaitu dari persamaan (3.104) akan
menghasilkan:
(3.11

11

T
Z Wj(2)¢ (E’ c]-) = 1 + cosh(t®),
j=1 3)

Penjabaran persamaan (3.108), (3.110) dan (3.113) jika digabungkan maka

membentuk sistem persamaan linier sebagai berikut.

$(0, 0w, + ¢(0,0,157)w;? + - + (0,1,5708)w,7 = cosh(0,01) (319
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h(0,1571,0)w® + h(0,1571,0,1571)w> + --- 4)

+ h(0,1571,1,5708)w? = B(0,1571)

h(0,3142,0)w® + n(0,3142,0,1571)wS> +

+ h(0,3142,1,5708)w? = B(0,3142)

h(1,4137,0)w® + h(0,4137,0,1571)w > +

+ h(1,4137,1,5708)w? = B(1,4137)
¢(1,5708,0)w? + ¢(1,5708,0,157D)w? +-_ ¢
+ ¢(1,5708,1,5708)w? + cosh(0,01)

dimana baris pertama berasal dari persamaan (3.108), baris ke-2 sampai dengan
baris ke-5 berasal dari persamaan (3.110) dengan x = (xj,X3,°:*,X10)
sebagaimana yang telah disebutkan, dan baris terakhir berasal dari persamaan
(3.113).

Solusi u® merupakan solusi dari persamaan (3.102) pada saat t yang ke-
2. Solusi u® dapat diperoleh dengan mengikuti bentuk pada persamaan (2.1).

(2)

Dengan demikian terlebih dahulu dibutunkan nilai koefisien w; ™ untuk keperluan

tersebut. Nilai koefisien w ) akan dicari menggunakan persamaan yang telah

diperoleh dari hasil aproksimasi. Sistem persamaan linier (3.114) dapat ditulis

dalam bentuk matriks untuk mempermudah perhitungan, yaitu:



h(0,1571,0)
h(0.3142,0)

h(1,4137,0)
| $(1,5708, 0)

¢(0,0,1571) $(0,1,5708)  [w®)
h(0,1571,0,1571) . h(0,1571,1,5708) || )
h(0.3142,0.1571)  h(0,3142,1,5708) || 72
; ; 2
h(1,4137,0,1571) “+ h(1,4137,1,5708) || :
$(1,5708,0,1571) “ $(1,5708,1,5708) 1 [w?]
cosh(0,01)
B(0,1571)
B(0,3142)
B(1,4137)
[1 + cosh(0,01)]
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(3.11

5)

Masing-masing nilai yang terdapat pada sistem persamaan (3.115) dapat

dihitung dengan mengikuti persamaan (2.3) untuk fungsi ¢(x,c;), persamaan

(3.111) untuk fungsi h(x, c;) dan persamaan (3.112) untuk fungsi B(x). Nilai dari

fungsi ¢ dikerjakan dengan menghitung nilai varians dari ¢ terlebih dahulu,

dimanac = {cj}]l,il. Varians dari ¢ dapat dikerjakan sebagaimana pada persamaan

(2.5). Sehingga diperoleh nilai varians dari ¢ sebagai berikut.

Sehingga diperoleh sistem persamaan linier yang baru sebagaimana berikut.

11(9,4995) — 8,63942
1111 -1

Var(c) =

29,8553
110

Var(c) =

Var(c) =0,2714

(3.11

6)



10,2714
0,6269
0,8302
1,0875
1,3688
1,6618
1,9615
2,2650
2,5711
2,8789

11,5941

A

10,2714
0,6269

0,8302
1,0875

1,3688
1,6618

1,9615
2,2650

2,5711
2,8789

1,5941

0,3136
0,5424
0,6269
0,8302
1,0875
1,3688
1,6618
1,9615
2,2650
2,5711
1,4395

0,4152
0,6269
0,5424
0,6269
0,8302
1,0875
1,3688
1,6618
1,9615
2,2650
1,2856

r1,00017
2,3129
2,6180
2,9080
3,1756
3,4142
3,6180
3,7820
SIB02lt
3,9754

12,0001

0,5438
0,8302
0,6269
0,5424
0,6269
0,8302
1,0875
1,3688
1,6618
1,9615
1,1326

0,6844
1,0875
0,8302
0,6269
0,5424
0,6269
0,8302
1,0875
1,3688
1,6618
0,9808

0,8310
1,3688
1,0875
0,8302
0,6269
0,5424
0,6269
0,8302
1,0875
1,3688
0,8310

0,9808
1,6618
1,3688
1,0875
0,8302
0,6269
0,5424
0,6269
0,8302
1,0875
0,6844

1,1326
1,9615
1,6618
1,3688
1,0875
0,8302
0,6269
0,5424
0,6269
0,8302
0,5438

1,2856
2,2650
1,9615
1,6618
1,3688
1,0875
0,8302
0,6269
0,5424
0,6269
0,4152

1,4395
2,5711
2,2650
1,9615
1,6618
1,3688
1,0875
0,8302
0,6269
0,5424
0,3136

1,59411 1,1

2,8789|| (2
2,5711 || W2
2,2650 ||w®
1,9615(|
1,6618
1,3688 || ws
1,0875|,,®
0,8302

0,6269

0,27141Lw,;" ]

49

(3.11

7)

Sistem persamaan (3.117) ditulis dalam bentuk yang lebih

sederhana dengan memisalkan:

0,3136
0,5424

0,6269
0,8302

1,0875
1,3688

1,6618
1,9615

2,2650
2,5711

1,4395

Wl(z)_

04152 05438  0,6844
06269 08302  1,0875
05424 06269  0,8302
06269 05424  0,6269
08302 06269 0.,5424
1,0875 08302  0,6269
1,3688  1,0875  0,8302
16618 1,3688 1,875
19615 16618 1,3688
2,2650 19615 16618
12856 1,1326 0,9808

11,0001
2,3129
2,6180
2,9080
3,1756

,dan B =(3,4142|.

3,6180
3,7820
3,9021
3,9754
12,0001-

0,8310
1,3688

1,0875
0,8302

0,6269

0,5424
0,6269

0,8302

1,0875
1,3688

0,8310

0,9808
1,6618

1,3688
1,0875

0,8302

0,6269
0,5424

0,6269

0,8302
1,0875

0,6844

1,1326
1,9615

1,6618
1,3688

1,0875

0,8302
0,6269

0,5424

0,6269
0,8302

0,5438

1,2856  1,4395
2,2650  2,5711
1,9615  2,2650
1,6618 1,9615
1,3688 1,6618
1,0875 1,3688
0,8302  1,0875

0,6269 0,8302

0,5424  0,6269
0,6269 0,5424

0,4152

0,3136

1,59417
2,8789

2,5711
2,2650

1,9615

1,6618 |,
1,3688

1,0875

0,8302
0,6269

0,2714-




A=
(—25,6189
54,0767
—43,2492
23,5723
—11,8932
5,6986
—2,5856
0,7557
0,5557
—1,9055
L 2,0359
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Matriks A merupakan himpunan dari vektor basis sehingga sudah tentu

nilai koefisien w(® dapat ditentukan, yaitu dengan mengalikan invers dari matriks

A (ditulis A~1) dengan B.

X=A1.B
dengan
27,0264 —21,6032 11,7743 —5,9409 2,8470 —-1,2926
—69,7765 72,5635 —46,4563 24,3564 —12,0586 5,8037
72,5885 —106,2016 92,4655 —56,5387 29,2706 —14,4573
—46,4703 92,4659 —117,0656 97,9600 —59,1957 30,5255
24,3632 —56,5387 97,9598  —119,8232 99,2484  —59,7134
—-12,0617 29,2707 =159, )57/ 99,2485 —120,3281 99,2485
5,8046 —14,4572 30,5254 —59,7134 99,2484 —119,8232
—2,5648 6,8863 —14,9353 30,5255 —59,1957 97,9600
0,7324 —2,9749 6,8864  —14,4573 29,2706  —56,5387
0,5644 0,7344 —2,5654 5,8037 —12,0586 24,3564
—0,9494 0,2738 0,3795 —1,2926 2,8470 —5,9409
[ 3,5492
—3,6555
2,0299
—1,1368
0,5413
sehingga diperoleh matriks X = |—0,4915|.
0,3950
—0,8505
1,3145
—2,5346
[ 2,2151 |

0,3795
—2,5654
6,8864
—14,9353
30,5254
=619} 18)57/
97,9598
—117,0656
92,4655
—46,4563
11,7743

0,2738
0,7344
—2,9749
6,8863
—14,4572
29,2707
—56,5387
92,4659
—106,2016
72,5635
—21,6032

—0,9494
0,5644
0,7324
—2,5648
5,8046
—12,0617
24,3632
—46,4703
72,5885
—69,7765
27,0264

Nilai koefisien w(® yang telah diperoleh selanjutnya digunakan untuk

menghitung solusi u(). Berdasarkan persamaan (3.106), solusi u(® dapat

dinyatakan dalam bentuk:

u® =wPe(a ;) + wP¢(a,c;) + wiP¢(a,c5) + - wp(a, c11)

ugz) = W1(2)¢(x2’ c) + Wz(2)¢(x2» c2) + W§2)¢(x2: c3) + - Wl(f)¢(x2: C11)
u® = wBp(xs, c1) + WP (xs, ¢3) + WP (xs, ) + - +w Db (x3, c11)
uﬁ) = W1(2)¢(x3’ c) + W2(2)¢(X3, c) + W§2)¢(x3, c3) + - +W1(i)¢(x3, €11)

2,0359 7
—1,9055
0,5557
0,7557
—2,5856
5,6986
—11,8932
23,5723
—43,2492
54,0767
—25,61891




51

Subtitusi nilai koefisien w(? yang telah diperoleh sehingga menghasilkan

ui? = (3,5492)(0,0) + (—3,6555)$(0,0,1571) + -

ul® = (3,5492)¢(0,1571,0) + (—3,6555)¢(0,1571,0,1571) + ---

u® = (3,5492)¢(0,3142,0) + (—3,6555)¢(0,3142,0,1571) + ---

+(2,2151)$(0,1,5708)

+ (2,2151)$(0,1571, 1,5708)

+ (2,2151)$(0,3142,1,5708)

(2)

dan seterusnya demikian hingga solusi u,7".

Nilai koefisien w® dan solusi u® selanjutnya dihitung dengan bantuan

program MATLAB sehingga diperoleh hasil sebagai berikut.

Tabel 3.1 Hasil Perhitungan u(® Menggunakan MATLAB

x ke- Nilai x Solusi u®
1 0 1,0001
2 0,1571 1,1565
3 0,3142 1,3091
4 0,4712 1,4540
5 0,6283 1,5878
6 0,7854 1,7072
7 0,9425 1,8091
8 1,0996 1,8911
9 1,2566 1,9511
10 1,4137 1,9877
11 1,5708 2,0001

Solusi u®® dihitung dengan cara mensubstitusikan nilai n = 2 pada

persamaan (3.95), sehingga diperoleh

—(0,01)%u$ + (1 - (0,01))u® = 2u@ — 4@

(3.11

8)

dimana nilai u® dan u merupakan nilai yang telah diperolah dari perhitungan

sebelumnya.
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Berdasarkan definisi jaringan fungsi radial basis untuk u(®® pada
persamaan (3.79), maka bentuk persamaan (3.118) setelah diaproksimasi

menggunakan jaringan fungsi radial basis adalah:

11 11
~000? Y WP g re) + 1 - 000D ) wPe(re) (311
j=1 j=1

9)
— Zu(z) — u(l)
atau
P (3.12
Z W (=(0,01)2¢,.(x, ) + (1 = (001D (x, ¢)) = 2u@ —u® )
j=1

Persamaan (3.120) ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana dengan

memisalkan
—(0,01)2 ¢ (x, ¢;) + (1 — (0,010 p(x, ¢;) = U(x, ¢), (312
1)
dan
2u@® —u® = D(x). (3.12
2)
sehingga persamaan (3.120) menjadi:
11 . (3.12
ij I(x,cj) = D(x).
j=1 3)

Nilai masing-masing x disubstitusikan pada persamaan (3.108), (3.123),

dan (3.113), kemudian dijabarkan sehingga
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¢ (0,0)w > + ¢(0,0,157)w > + - + $(0,1,5708)w’’ = cosh(0,02)
3) @ 4 ...
1(0,1571,0)w > +1(0,1571,0,157D)w'> +
+1(0,1571,1,5708)w> = D(0,1571)
3) @), ...
1(0,3142,0)w> +1(0,3142,0,157D)w'> +
+1(0,3142,1,5708)w. > = D(0,3142) (3.12

4)

1(1,4137,0)w ® + 1(1,4137,0,157D)w + -

+1(1,4137,1,5708)w> = D(1,4137)

$(1,5708,0)w + $(1,5708,0,157)w> + -

+ ¢(1,5708,1,5708)ws) =1 + cosh(0,02)

dimana baris pertama berasal dari persamaan (3.108) yaitu kondisi batas kiri, baris
ke-2 sampai dengan baris ke-5 berasal dari persamaan (3.123) dengan x =
(x2,x3,+,x10) dan baris terakhir berasal dari persamaan (3.113) yaitu kondisi
batas kanan.

Persamaan (3.124) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



[ ¢(0v 0)
1(0,1571,0)

1(1,4137,0)

$(0,0,1571)
1(0,1571,0,1571)
1(0,3142,0)  1(0,3142,0,1571)

1(1,4137,0,1571)
[¢$(1,5708,0) ¢(1,5708,0,1571)

[ cosh(0,02) 7
D(0,1571)
D(0,3142)

D(1,4137)
[1 + cosh(0,02)

$(0,1,5708)

1(0,1571,1,5708)
1(0,3142,1,5708)

1(1,4137,1,5708)

¢(1,5708,1,5708).
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| (3.12

5)

Masing-masing nilai yang terdapat pada sistem persamaan (3.125) dapat

dihitung dengan mengikuti persamaan (2.3) untuk fungsi ¢(x,c;), persamaan

(3.121) untuk fungsi I(x,c;) dan persamaan (3.122) untuk fungsi D(x). Nilai

varians dari ¢ pada fungsi ¢ telah dikerjakan sebagaimana pada persamaan

(3.116). Sehingga diperoleh sistem persamaan linier yang baru sebagaimana

berikut.

10,2714
0,3133
0,4150
0,5437
0,6843
0,8309
0,9807
1,1324
1,2855
1,4394

11,5941

0,3136
0,2710
0ISIISS
0,4150
0,5437
0,6843
0,8309
0,9807
1,1324
1,2855
1,4395

0,4152
0,3133
0,2710
0,3133
0,4150
0,5437
0,6843
0,8309
0,9807
1,1324
1,2856

r1,00027
1,1564
1,3092
1,4541
1,5879
1,7072
1,8091
1,8911
1,9512
1,9877

12,0002

dengan memisalkan

0,5438
0,4150
0,3133
0,2710
0,3133
0,4150
0,5437
0,6843
0,8309
0,9807
1,1326

0,6844
0,5437
0,4150
0,3133
0,2710
0,3133
0,4150
0,5437
0,6843
0,8309
0,9808

0,8310
0,6843
0,5437
0,4150
0,3133
0,2710
(1), 31k353
0,4150
0,5437
0,6843
0,8310

0,9808
0,8309
0,6843
0,5437
0,4150
0,3133
0,2710
(0=IL358)
0,4150
0,5437
0,6844

1,1326
0,9807
0,8309
0,6843
0,5437
0,4150
0,3133
0,2710
0,3133
0,4150
0,5438

1,2856
1,1324
0,9807
0,8309
0,6843
0,5437
0,4150
0,3133
0,2710
0,3133
0,4152

1,4395
1,2855
1,1324
0,9807
0,8309
0,6843
0,5437
0,4150
0,3133
0,2710
0,3136

1,59417r

1,4394
1,2855
1,1324
0,9807
0,8309
0,6843
0,5437
0,4150
0,3133

0,271411L

o (312

6)

Sistem persamaan (3.126) ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana
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A =

10,2714 03136 04152 05438 06844 08310 09808 1,1326 12856 14395  1,5941-
03133 02710 03133 04150 0,5437 0,6843 08309 09807 1,1324 12855 14394
04150 03133 0,2710 03133  0,4150 0,5437 0,6843 0,8309 09807 1,1324 1,2855
05437 04150 03133  0,2710 0,3133 0,4150 0,5437 0,6843 0,8309 0,9807 1,1324
06843  0,5437 0,4150 03133 0,2710 0,3133 0,4150 0,5437 0,6843 0,8309 0,9807
0,8309  0,6843 05437 04150 0,3133 0,2710 0,3133 04150 0,5437 0,6843 0,8309 |,
09807  0,8309 0,6843 05437 04150 03133 0,2710 0,3133  0,4150 0,5437 0,6843
1,1324  0,9807 0,8309 06843 05437 04150 0,3133 0,2710 0,3133 0,4150 0,5437
1,2855 11,1324 0,9807 08309 06843 0,5437 04150 03133 02710 0,3133  0,4150
1,4394  1,2855 1,1324 09807 0,8309 0,6843 0,5437 0,4150 0,3133 0,2710 0,3133
11,5941 14395 1,2856  1,1326 0,9808 0,8310 0,6844 0,5438 0,4152 03136 0,2714

”W1(3)' 11,00027

(3) 1,1564

W2 1,3092

w 1,4541

W(S) 1,5879

X = %3) ,dan B =|1,7072]|.

Wy 1,8091

W6(3) 1,8911

1,9512

: 1,9877

L) 12,0002

Matriks A merupakan himpunan dari vektor basis sehingga sudah tentu
nilai koefisien w(® dapat ditentukan, yaitu dengan mengalikan invers dari matriks

A (ditulis A~1) dengan B.

X=A4A1B
dengan
A1 =
(25,4446 53,5546 —42,6162 23,1132  —11,6136 5,5415 —2,5052 0,7245 0,5522 —1,8894 2,0297 4
53,6019 —138,1025 143,2273  —91,3465 47,6821 —23,5086 11,2690 —4,9561 1,3941 1,1465 ~1,9028
—427005  143,3257 —209,5787 182,1510 —110,9873 57,2150  —28,1458 13,3535 —57421  1,3859 0,5679
23,1595 91,4016 182,1524 —230,7452 192,8151 —116,1235 59,6334 —29,0640 13,3532 —4,9536 0,7178
11,6356 47,7084 —110,9872 192,8146 —236,0774 1952976 —117,1190 59,6332  —28,1454 112724  _25060
5,5507 —23,5207 57,2152 —116,1235 1952977 _237,0476 1952977 -116,1235 57,2152 —23,5207 5,5507
—2,5060 11,2724 —28,1454 59,6332 —117,1190 1952976  -236,0774  192,8146 —110,9872 47,7084 —11,6356
0,7178 —4,9536 13,3532 —29,0640 59,6334  —116,1235 192,8151 -230,7452 182,1524 —91,4016 23,1595
0,5679 1,3859 -57421 13,3535  —28,1458 57,2150 —110,9873 182,1510 —209,5787 143,3257 —42,7005
—1,9028 1,1465 1,3941  —4,9561 11,2690 —23,5086 47,6821  —91,3465 143,2273 —138,102 53,6019
| 2,0297 —1,8894 0,5522 0,7245  —2,5052 55415 —11,6136 23,1132 —42,6162 53,5546 254446
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 3,5384 1
—3,6240
1,9897
—-1,1017
0,5138
sehingga diperoleh matriks X = | —0,4685|.
0,3720
—0,8243
1,2861
—-2,5129
L 2,2080

Nilai koefisien w®) yang telah diperoleh selanjutnya digunakan untuk
menghitung solusi u®. Berdasarkan definisi jaringan fungsi radial basis, solusi

u® dapat dinyatakan dalam bentuk:
u® =wP¢(a,c;) + wP(a, ;) + wPd(a, c3) + - wS p(a, ¢11)
ug3) = W13)¢(x2; 1) + W (I»')(xz; cz) + W3 ¢(x2; c3) + - W(3)¢(x2; C11)

ul® = w®P (x5, c1) + WP P (x3, ¢2) + W P(x3,¢3) + - AW (3, 11)

ufy = w0, 1) + Wi P(as, c2) + Wi Pacs, c3) + - +wi b (e, €11)
Subtitusi nilai koefisien w(® yang telah diperoleh sehingga menghasilkan

ut® = (3,5384)¢(0,0) + (—3,6240)¢(0,0,1571) + -
+ (2,2080)¢(0,1,5708)

u(® = (3,5384)¢(0,1571,0) + (—3,6240)¢(0,1571,0,1571) + -
+(2,2080)¢(0,1571,1,5708)

ul® = (3,5384)$(0,3142,0) + (—3,6240)¢(0,3142,0,1571) + -
+(2,2080)¢(0,3142,1,5708)

(3)

dan seterusnya demikian hingga solusi u;7’, dimana u(3)

merupakan solusi u®)

dengan nilai x yang pertama dan demikian seterusnya.
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Nilai koefisien w(® dan solusi u(® selanjutnya dihitung dengan bantuan

program MATLAB sehingga diperoleh hasil sebagai berikut.

Tabel 3.2 Hasil Perhitungan u(® Menggunakan MATLAB

x ke- Nilai x Solusi u®
1 0 1,0002
2 0,1571 1,1566
3 0,3142 1,3092
4 0,4712 1,4542
5 0,6283 1,5880
6 0,7854 1,7073
7 0,9425 1,8092
8 1,0996 1,8912
9 1,2566 1,9513
10 1,4137 1,9879
Al 1,5708 2,0002

Solusi uf),uf),uf),---uﬁ) yang telah diperoleh di atas adalah nilai u

pada saat t®). Sedangkan, untuk nilai u pada saat t™*),¢t(®, ... dapat diperoleh
dengan cara yang sama sebagaimana cara mencari nilai u(®. Yaitu dengan
melanjutkan substitusikan n = 3,4,---301 pada persamaan (3.95), dimana 301
adalah banyaknya t pada 0 < t < 3 dengan At = 0,01

Solusi u™ dan seterusnya ditampilkan pada lampiran. Keseluruhan solusi
u pada 0 < t < 3 dapat dilihat pada grafik di bawah ini.

Solum Numenk

Jacak ()

waktu )

nang (x)

Gambar 3.1 Grafik Solusi Numerik
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Gambar 3.1 menunjukkan hasil simulasi secara numerik dari persamaan
(3.89) menggunakan jaringan fungsi radial basis dengan At = 0,01 dan Ax =
0,1571. Gambar 3.1 menggambarkan partikel berada pada ruang x pada waktu t.
Dengan kata lain u menunjukkan jarak elektron terhadapinti atom pada saat t.
Diketahui bahwa gerakan partikel dari waktu t = 0 akan semakin bergerak naik
sampali pada t = 3.
3.2.2 Perhitungan Galat

Subbab ini akan membahas galat dari solusi numerik persamaan linier
Klein-Gordon menggunakan jaringan fungsi radial basis. Tujuan dari analisis
galat adalah untuk mengetahui seberapa dekat solusi numerik dengan solusi
eksaknya. Solusi eksak dari persamaan (3.89) telah diperoleh dari penelitian yang
dilakukan oleh Igbal, dkk (2010) sebagaimana tertulis pada persamaan (2.1).

Hasil seluruh solusi dari simulasi yang dilakukan, yaitu dengan 0 < x <

A

—, Ax = 0.1571 dan 0 <t < 3,At = 0,01, ditampilkan pada Gambar 3.2 dan

2'

Gambar 3.3 dengan galat sebagaimana pada Gambar 3.4.

Jaeak (U

jarak (u)

waktu 1)

nsang (x)

. A n
waktu 1) y ang (x)

Gambar 3.2 Grafik Solusi Numerik Gambar 3.3 Grafik Solusi Eksak
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jarak (u)

waktu (t) 0 o

ruang (x)

Gambar 3.4 Grafik Galat Solusi Numerik

Jumlah galat kuadrat antara hasil solusi eksak dengan hasil solusi numerik
dapat diketahui dengan menghitung nilai SSE dengan mengikuti persamaan
(2.49). SSE yang dihasilkan saat At = 0,01 adalah 1,9658. Sedangkan untuk
mengetahui galat rata-rata di tiap titik dapat dilihat dari nilai SSE. SSE yang
dihasilkan saat At = 0,01 adalah 5,9372 x 107*.

Igbal, dkk (2010) juga telah menyelesaikan solusi numerik dari persamaan
(3.89) menggunakan Optimal Homotopy Asymptotic Method (OHAM). Berikut
adalah perbandingan solusi eksak dengan solusi numerik persamaan (3.89)
menggunakan jaringan fungsi radial basis atau Radial Basis Function Network
(RBFN) dan menggunakan OHAM dengan Ax = 0,1571 pada saat t = 1 dan

t=3.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.3 Perbandingan Solusi Numerik dari RBFN dan OHAM terhadap Solusi Eksak

t X Unumerik RBFN Unumerik OHAM Ueksak Galat RBFN Galat OHAM
0 1,5431 1,5431 1,5431 0,0117 4,44089 x 10716

0,1571 1,6807 1,6995 1,6995 0,0285 7,0934 x 1078
0,3142 1,8368 1,8521 1,8521 0,0231 7,96258 x 1078
0,4712 1,9797 1,9971 1,9971 0,0233 1,2616 x 1077
0,6283 2,1091 2,1309 2,1309 0,0266 4,82468 x 1078

1 {0,7854 2,2258 2,2502 2,2502 0,0290 1,6673 x 1077
0,9425 2,3320 2,3521 2,3521 0,0249 4,82468 x 1078
1,0996 2,4210 2,4341 2,4341 0,0191 1,2616 x 1077
1,2566 2,4836 2,4941 2,4941 0,0183 7,96258 X 1078
1,4137 2,5172 2,5308 2,5308 0,0233 7,0934 x 1078
1,5708 2,5431 2,5431 2,5431 0,0117 0,0

0 10,0677 10,0677 10,0677 0,0997 1,77636 x 10715

0,1571 10,1640 10,2241 10,2241 0,1614 4,62801 x 1077
0,3142 10,3383 10,3767 10,3767 0,1415 5,1951 x 1077
0,4712 10,4871 10,5217 10,5217 0,1387 8,23114 x 1077
0,6283 10,6258 10,6554 10,6554 0,1345 3,14781 x 1077

3 10,7854 10,7456 10,7748 10,7748 0,1342 1,08781 x 107
0,9425 10,8472 10,8767 10,8767 0,1343 3,14781 x 1077
1,0996 10,9148 10,9587 10,9587 0,1381 8,23114 x 1077
1,2566 10,9815 11,0187 11,0187 0,1403 5,1951 x 1077
1,4137 10,9984 11,0554 11,0554 0,1581 4,62802 x 1077
1,5708 11,0677 11,0677 11,0677 0,0997 1,77636 x 10715

Nilai-nilai yang terdapat pada Tabel 3.3 dengan penulisan 15 angka di belakang

koma ditampilkan pada Lampiran 3.

Masing-masing dari dua solusi numerik tersebut dapat diketahui nilai

galatnya terhadap solusi eksak. Kolom ke-6 pada Tabel 3.3 merupakan galat dari

solusi numerik RBFN terhadap solusi eksak yang dikerjakan dengan cara

menghitung |Unymerik (RBFN) — Ueksak|- S€dangkan kolom ke-7 pada Tabel 3.3

merupakan galat dari solusi numerik (OHAM) terhadap solusi eksak yang

dikerjakan dengan cara menghitung |upnymerik (omam) — Ueksak |-

Grafik perbandingan untuk solusi numerik RBFN solusi eksak pada saat

t = 1 dan t = 3 adalah sebagai berikut.
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Solusi Mumerik (RBFN) dan Solusi Eksak saat t=1
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Gambar 3.5 Grafik Solusi Numerik RBFN dan Solusi Eksak saat t = 1

Solusi Numerik (RBFN) dan Solusi Eksak saat t=3
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Gambar 3.6 Grafik Solusi Numerik RBFN dan Solusi Eksak saat t = 3

Galat RBFN yang terdapat pada Tabel 3.4 adalah galat yang dihasilkan

dari perbandingan solusi eksak dan solusi numerik RBFN dari waktu ke waktu.
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Gambar 3.7 menjelaskan pertumbuhan galat yang dihasilkan dari perbandingan
solusi eksak dan solusi numerik RBFN. Nilai rata-rata galat merupakan hasil rata-

rata galat dari x; sampai x;; untuk setiap t.
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Gambar 3.7 Grafik Pertumbuhan Galat Menggunakan RBFN dari t = 1 sampai t = 3

Grafik perbandingan untuk solusi numerik RBFN solusi eksak pada saat

t = 1 dan t = 3 adalah sebagai berikut.
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Gambar 3.8 Grafik Solusi Numerik OHAM dan Solusi Eksak saat t = 1
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Gambar 3.9 Grafik Solusi Numerik OHAM dan Solusi Eksak saat t = 3
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Galat OHAM yang terdapat pada Tabel 3.4 adalah galat yang dihasilkan

dari perbandingan solusi eksak dan solusi numerik OHAM dari waktu ke waktu.
Gambar 3.7 menjelaskan pertumbuhan galat yang dihasilkan dari perbandingan
solusi eksak dan solusi numerik OHAM. Nilai rata-rata galat merupakan hasil rata-

rata galat dari x; sampai x;; untuk setiap t.
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Gambar 3.10 Grafik Pertumbuhan Galat Menggunakan OHAM dari t = 1 sampai t = 3

Gambar 3.7 dan Gambar 3.10 memperlihatkan hasil yang berbeda. Galat
yang dihasilkan pada Gambar 3.7 berada pada rentang nilai 0.0218 sampai
0.1346. Sedangkan galat yang dihasilkan pada Gambar 3.10 berada pada rentang
nilai 7,4242 x 10™® sampai 4,8438 x 10~7. Dengan demikian, galat yang
dihasilkan ketika menggunakan OHAM lebih kecil daripada ketika menggunakan
jaringan fungsi radial basis. Hal ini menunjukkan dalam menyelesaikan solusi
numerik persamaan linier Klein-Gordon khususnya persamaan (3.89) lebih baik

menggunakan OHAM dibandingkan menggunakan jaringan fungsi radial basis.
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Solusi numerik yang dihasilkan menggunakan jaringan fungsi radial basis
melalui proses diskritisasi dalam proses menghitungnya. Sehingga nilai At yang
diberikan dapat mempengaruhi galat yang dihasilkan. Sedangkan OHAM
dikerjakan dengan mengintegralkan langsung sesuai orde yang digunakan
sebagaimana yang dijelaskan oleh Igbal, dkk (2010). Galat yang dihasilkan
bergantung pada seberapa tinggi orde yang digunakan. Semakin tinggi orde yang
digunakan, semakin kecil pula galat yang dihasilkan. Kedua metode ini

mempunyai karakteristik yang berbeda dalam proses pengerjaannya.

3.3 Kejadian Klein-Gordon dalam Al-Quran

Persamaan Klein-Gordon merupakan suatu fungsi gelombang relativistik
yang diterapkan pada pergerakan partikel-partikel elementer atau partikel-partikel
dasar. Partikel elementer adalah partikel yang paling dasar yang membentuk
partikel lainnya (materi) yang ditemukan di alam dan tidak lagi terbentuk dari
partikel yang lebih kecil. Kenyataannya, partikel-partikel elementer merupakan
unsur pokok yang membangun materi. Dalam kehidupan nyata, partikel elementer
yang dimaksud adalah berupa atom atau bahkan elektron yang menyusun atom
(Nainggolan, 2012).

Kayu adalah materi, gula adalah materi, alam semesta dan seluruh isinya
ini merupakan materi yang mana terdiri dari partikel-partikel elementer yang
menyusunnya. Dalam kenyataannya, atom sering dianggap sebagai partikel-
partikel elementer yang dimaksud. Atom diambil dari bahasa Yunani atomos,
yang artinya “tidak dapat dibelah”. Ilmuwan Yunani seperti Demokritus dan

Leocipus mengira bahwa atom adalah benda terkecil yang ada, dan atom tidak
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dapat dibelah. Pendapat ini tentunya menjadi salah pada saat ini. IiImuwan modern
menunjukkan bahwa atom ternyata dapat dibelah. Akan tetapi memang atom
adalah bagian terkecil yang berperilaku sebagai unsur kimia yang stabil. Ukuran
atom kurang dari 1/10 juta inci atau tebal satu lembar kertas itu sama dengan 2
juta atom (Djayadi, 2008).

Atom terdiri atas dua bagian. Yaitu, inti dan elektron yang
mengelilinginya. Inti atom berukuran 10.000 kali lebih kecil dari atom. Di pusat
atom terdapat partikel (elektron) yang mengitari inti yang disebut proton dan
neutron yang terikat oleh muatan listrik. Akan tetapi, kemudian ada pula materi
yang lebih kecil lagi yaitu quark. Quark ditemukan pada tahun 1973 oleh David
J.Gross, Frankl Wilczek dan H. David Politzer. Mereka bertiga berhasil menguak
quark yaitu partikel terkecil yang mampu menyusun materi atom. Atau dengan
kata lain, atom tersusun dari nukleon yang disusun oleh quark. Penelitian yang
dilakukan ketiganya mencoba menerangkan kekuatan yang mengikat quark dalam
proton dan neutron. Kekuatan tersebut akan semakin bertambah kuat, dan pada
akhirnya tidak dapat dipisahkan lagi (Djayadi, 2008).

Nainggolan (2012) dalam penelitiannya mengaplikasikan persamaan Klein
Gordon pada atom pion. Atom pion sama seperti atom hidrogen hanya
elektronnya diganti menjadi sebuah pion negatif. Partikel ini telah diteliti sekitar
empat puluh tahun yang lalu, tetapi penyelidikan yang dilakukan dengan serius
masih baru-baru ini. Seorang fisikawan Jepang Hideki Yukawa menyatakan
bahwa terdapat partikel dengan besar massa antara elektron dan nukleon yang
bertanggung jawab atas adanya gaya nuklir. Dia menamakan partikel tersebut

sebagai pion. Pion dapat bermuatan positif, negatif dan netral, dan merupakan
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anggota kelas partikel elementer yang secaca kolektif disebut meson (kata pion
merupakan singkatan dari meson). Menurut Yukawa, setiap nukleon terus
menerus memancarkan dan menyerap pion. Jika terdapat nukleon lain didekatnya,
pion vyang dipancarkan dapat menyeberang alih-alih kembali ke nukleon
induknya; transfer momentum yang menyertainya setara dengan aksi gaya. Atom
pion hanya memiliki spin nol.

Al-Quran yang diturunkan 15 abad yang lalu, sungguh merupakan karunia
besar sebagai “hudal linnas” dan “hudal lilmuttagien” bagi umat manusia yang
mau menggunakan akal pikirannya dalam rangka mendekatkan dirinya kepada
Sang Pencipta alam raya ini. Segala yang ada di langit dan ada di bumi ini, semua
adalah ciptaan Allah yang diperuntukkan bagi umat manusia, termasuk di
dalamnya tentang atom yang mempunyai ukuran amat sangat kecil.

Cara berpikir manusia maju setapak demi setapak dan terus menggali
hingga mendapatkan penemuan terbaru. Para ilmuwan terus mencoba membaca
berbagai macam gejala alam yang kemudian dikaitkan atau disimpulkan sebagai
pelengkap teori-teori yang diajukan. Usaha membaca berbagai macam gejala
alam, sangat dianjurkan dalam islam, sebagai bagian untuk mengakui akan
kebesaran Allah SWT sebagai pencipta alam semesta ini dan sekaligus sebagai
pemilik ilmu pengetahuan yang ada di alam raya ini.

Istilah atom dalam Al-Quran didapatkan dari pemahaman tentang
“dzarrah” yaitu buitr yang sangat kecil yang tidak lain adalah atom. Di antaranya
disebutkan dalam QS. Saba’:3 berikut ini:

“Tiada yang tersembunyi pada-Nya seberat dzarrah pun yang ada di langit dan

yang ada di bumi, dan tidak (pula) yang lebih kecil dari pada itudan yang lebih
besar melainkan di dalam kitab yang terang. ”( QS. Saba’:3)
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Para ilmuwan pada saat ini telah dapat menemukan berapa ukuran atom.

Kalau benda dengan ukuran (diameter) 1 cm, mata manusia masih bisa melihatnya

dengan mudah. Akan tetapi untuk atom yang ukurannya per seratus juta cm, tentu

mata manusia tidak mampu untuk melihatnya. Walaupun demikian kecilnya

ukuran suatu atom, tetapi secara nyata atom itu ada. Setiap benda yang ada di

alam semesta ini pasti ada ukurannya, sekalipun atom. Sebagaimana telah

difirmankan Allah dalam surat Al-Qamar:49 yang menyatakan bahwa segala
sesuatu yang ada di alam semesta ini diciptakan dengan ukuran.

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu dengan ukuran.” (QS. Al-
Qamar:49)

Al-Quran telah memberi isyarat tentang adanya ukuran pada semua benda
yang diciptakan Allah. Bila disimak dari ayat tersebut, sebenarnya bukan hanya
benda saja yang mempunyai ukuran, akan tetapi semua besaran fisis yang dapat
diukur pastilah diciptakan oleh Allah dengan suatu ukuran tertentu yang dalam
bahasa ilmu sains disebut dengan satuan fisis. Contohnya adalah panas dapat
diukur berapa derajat suhunya, kecepatan gerak suatu benda dapat ditentukan
berapa kecepatannya, kuat cahaya dapat diukur berapa intensitasnya dan
sebagainya (Wardhana, 2004).

Elemen-elemen atom bergerak pada lintasan tertentu yang disebut orbit.
Dalam perjalanan perkembangan ilmu pengetahuan, pergerakan elemen-elemen
atom telah dapat digambarkan dalam suatu persamaan yang pertama Kkali
diperkenalkan oleh fisikawan Oskar Klein dan Walter Gordon pada tahun 1927,
yaitu persamaan Klein Gordon. Hal tersebut juga tidak terlepas dai penjelasan Al-
Quran sebagai sumber ilmu pengetahuan. Setiap ciptaan Allah yang ada di alam

raya ini telah ditentukan hukum-hukumnya, atau disebut sunnatullah. Elektron
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sebagai bagian terkecil dari suatu atom adalah juga ciptaan Allah yang akan
tunduk pada hukum-hukum yang berlaku sebagai ketetapan-Nya.

Para ilmuwan mengemukakan bahwa setiap elektron berputar mengelilingi
atom dengan orbit tertentu. Hal tersebut bukanlah merupakan sesuatu yang baru
menurut sudut pandang Al-Quran, karena segala sesuatu yang diciptakan Tuhan
pasti ada aturannya ataupun ada ukurannya dan Tuhan pula yang mengatur semua
itu. Kalaupun hal tersebut dianggap suatu penemuan baru, maka penemuan baru
tersebut disebabkan karena akal manusia baru sampai kepada tingkat tersebut.
Manakala pikiran dan akal manusia telah bertambah maju, pastilah akan
ditemukan suatu penemuan-penemuan baru lagi. Namun penemuan-penemuan
baru tersebut tentu akan tetap tunduk pada hukum-hukum alam atau sunnatullah.

“Dia menciptakan segala sesuatu, lalu mengaturnya menurut ukuran tertentu”
(QS. Al-Furgan:2)

Allah menciptakan segala sesuatu, termasuk elektron yang lebih kecil dari
atom, diatur berputar mengelilingi inti menurut orbit yang ukurannya tertentu,
bahkan pergerakannya pun digambarkan mengikuti fungsi tertentu. Sesungguhnya
seluruh ciptaan Allah Swt. tersusun dari sesuatu yang sangat kecil dan teratur.
Semuanya terukur dengan sangat rapi. Bahkan partikel yang sangat kecil itu tidak
hanya diam dalam posisi tertentu, tetapi terus berputar mengitari intinya. Maha
suci Allah yang telah menciptakan seluruh ciptaan-Nya dengan sangat teratur

sehingga dicapai suatu keseimbangan.



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Persamaan linier Klein-Gordon merupakan suatu fungsi gelombang yang
menunjukkan pergerakan partikel-partikel elementer. Solusi numerik persamaan

Klein-Gordon pada skripsi ini diperoleh dengan metode jaringan fungsi radial

basis. Persamaan Klein-Gordon dapat didekati secara langsung dengan suatu

fungsi basis jenis multiquadrics untuk mendapatkan hasil numeriknya.

Kesimpulan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Solusi numerik yang dihasilkan dari persamaan linier Klein-Gordon
menggunakan jaringan fungsi radial basis adalah suatu fungsi yang
bergantung pada x dan t yaitu u(x,t). Persamaan linier Klein-Gordon
digunakan untuk menjelaskan tentang sistem gerak elektron mengelilingi inti
atom dimana fungsi u(x,t) menunjukkan jarak antara elektron dengan inti
atom pada ruang x dan pada saat t.

2. Solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon yang diperoleh dari hasil
simulasi dalam penelitian ini menghasilkan nilai SSE sebesar 1,9658 dan SSE
sebesar 59372 x 10~* dengan At =0,01. Dan setelah dilakukan
perbandingan antara solusi numerik menggunakan jaringan fungsi radial basis
dan menggunakan OHAM, diperoleh kesimpulan bahwa solusi numerik dari
OHAM dengan perhitungan sampai orde tiga memberikan hasil yang lebih
baik dibandingkan menggunakan jaringan fungsi radial basis dalam
menyelesaikan solusi numerik persamaan linier Klein-Gordon ini karena galat

yang dihasilkan dari OHAM lebih kecil daripada ketika menggunakan
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jaringan fungsi radial basis. Akan tetapi dalam proses perhitungan OHAM
orde tiga diperlukan tiga kali pengintegralan. Jika OHAM dihitung
menggunakan orde yang lebih rendah, maka galat yang dihasilkan menjadi

lebih besar.

4.2 Saran
Saran untuk penelitian selanjutnya adalah sebagai berikut.
1. Melakukan penelitian tentang penyelesaian numerik persamaan linier Klein-
Gordon menggunakan metode beda hingga.
2. Melakukan analisis galat dengan tetap menggunakan OHAM sebagai

pembanding.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

LAMPIRAN 1 M-file MATLAB untuk Solusi Numerik, Eksak dan Galatnya.

clc, clear, figure(l);

) 1l+sin (x);

X
X,t) sin(x)+cosh (t);

£=0Q (
z=@ (

dt=0.01;

x=linspace (0,pi/2,11);
t=0:dt:3;

N=length (x) ;
T=length(t) ;

U=zeros (N, T) ;
WW=zeros (N, T) ;

U(:,1)=£(x);

C=X;
p=mg (x,C) ;
px=mgx (x,C) ;
pPXX=mgxx (X, C) ;

a saat n=1
A = (RAE2)E PR (Z2=ciat28aaor:

B=zeros (N, 1) ;
B(l,1)=cosh(t(2));
B(N,1)=1+cosh(t(2));

for i=2:N-1
B(i,1)=242*sin(x (1)) ;
end

WW (:,2)=A\B;

U(:,2)=p*WW(:,2);
SUU2=U(:,2);
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WW (:,1+1)=A\B;
U(:,1+1)=p*WW(:,1+1);

end

surf(x,t,U"); zlim ([0 10]); xlabel ('ruang (x)"');
ylabel ('"waktu (t)"'); zlabel ('jarak (u)'):;

title ('Solusi Numerik')

shading flat

figure (2)

[xx, tt]=meshgrid(x, t);

zt=z (xx,tt);

surf (xx,tt,zt); ylabel ('waktu (t)'); zlabel ('jarak
(u) ")

xlabel ('ruang (x)'); zlim ([0 10]);

title('Solusi Analitik"')

shading flat

figure (3)

B & (UV=Z¢E) 2

surf (xx,tt,Err); ylabel ('waktu (t)'); zlabel('jarak
(u) ')

xlabel ("ruang (x)'"'); zlim ([0 1071);

title('Galat'), shading flat

x1im ([0 pi/2])
ylim ([0 2])
zlim ([0 101])

e=sum (Err) ;
sse=abs (sum(e)) ;

%sse rata2 pertitik
sse2=sum(sse) /3311
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LAMPIRAN 2 M-file MATLAB untuk Menghitung Fungsi Basis.
1. Fungsi Asal
function f=mqg(x,c)

m=length (x) ;
n=length (c) ;

a=var (c) ;
f=zeros (m,n) ;

for i=l:m
for j=1:n

f(i,J)=sart(((x(i)-c(j))"2)+a"2);

end
end

2. Fungsi Turunan Pertama

function f=mgx (x,c)

m=length (x) ;
n=length (c) ;

a=var (c) ;

f=zeros (m,n) ;
for i=1l:m
for j=1:n
f(i,3)=(x(1)-c(J))/sgrt (((x(1)-
c(j))"2)+a”2);
end
end

3. Fungsi Turunan Kedua

function f=mgxx(x,c)

m=length (x) ;
n=length (c) ;

a=var (c) ;
f=zeros (m,n) ;

for i=1:m
for j=1:n
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£(i,3)
(2*c(3) - 2*x(
x(1))"2)"(3/2)
end
end

i
)

)

.
4

1
)

/(a~2 +

(c(3)

"2/ (4% (an2 +

- x(1))"2)"(1/2)
(c(3) -
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Lampiran 3 Perbandingan Solusi Numerik RBFN dan OHAM terhadap Solusi Eksak

78

t

X

Unumerik RBFN

Unymerik OHAM

Ueksak

Galat RBFN

Galat OHAM

0

1,543080634815244

1,543080634815244

1,543080634815244

0,000000000000000

0,000000000000000444089

0,1571

1,680740127380497

1,699515028921475

1,699515099855475

0,018774972474978

0,0000000709340

0,3142

1,836764422672266

1,852097549564391

1,852097629190191

0,015333206517925

0,0000000796258

0,4712

1,979740969332969

1,997071008394791

1,997071134554791

0,017330165221822

0,0000001261600

0,6283

2,109097856634457

2,130865838860917

2,130865887107717

0,021768030473260

0,0000000482468

0,7854

2,225762909352303

2,250187249271792

2,250187416001792

0,024424506649489

0,0000001667300

0,9425

2,332023256246241

2,352097580943391
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