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MOTTO 

 

بْ وَلاحَِظْ تكَُنْ عَارِفاً  جَرِِّ

Cobalah dan perhatikanlah, niscaya kau jadi orang yang tahu. Pengetahuan 

datang ketika kita benar-benar berusaha keras memikirkannya.   “Cogito ergo sum 

by René Descartes – French ” 
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ABSTRAK 

 

Sholihah, Nianatus. 2017.  Analisis Kestabilan Model Predator-prey dengan 

Predator Migration dan Waktu Tunda. Skripsi. Jurusan Matematika, 

Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (II) Ach. 

Nashichuddin, M.A. 

 

Kata kunci: predator, prey,  predator migration, waktu tunda, analisis kestabilan 

 

Model predator-prey merupakan model interaksi antara minimal dua  jenis 

spesies yaitu predator dan prey. Selanjutnya interaksi ini dapat dinyatakan dalam 

bentuk persamaan diferensial biasa nonlinier yang bergantung waktu. Bentuk 

model matematika interaksi ini selanjutnya dapat menggambarkan perilaku kedua 

spesies. Dalam penelitian ini, dilakukan penambahan waktu tunda dan predator 

migration sebagai kontrol dalam kompetisinya dengan prey.  Penelitian ini 

difokuskan untuk menganalisis eksistensi dan sifat kestabilan dari semua titik 

tetapnya. Simulasi dilakukan dengan perubahan nilai-nilai awal prey dan predator. 

Hasil penelitian diperoleh tiga titik tetap yakni 𝑂 = (0,0), 𝐸0 =

(0,−(𝑚 + 𝑑)) dengan syarat stabil 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) > 0 dan 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑏+𝑚𝑎)
,
1

𝑎
). 

Disimpulkan bahwa untuk kasus populasi prey lebih banyak dari populasi predator 

maka kesetimbangan yang diperoleh adalah 𝐸∗ = (
7

24
,
1

4
) dengan kontrol manusia 

𝑚 = 1, dan 𝐸∗ = (1,1) dengan kontrol manusia 𝑚 = 0. Untuk kasus populasi 

predator lebih banyak dari prey maka di dapatkan kesetimbangan  𝐸0 = (0,2) 

dengan kontrol manusia 𝑚 = −2. Dengan kata lain jika populasi prey lebih banyak 

dari populasi predator maka semakin besar campur tangan manusia yang diberikan. 

Dalam hal ini peneliti belum sampai pada batasan pemanenan konstan, maka  

disarankan untuk penelitian selanjutnya menggunakan metode dengan pemanenan 

konstan.
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ABSTRACT 

 

Sholihah, Nianatus. 2017.  Stability Of a Delayed Predator-Prey Model With 

Predator Migration. Thesis. Department of  Mathematics, Faculty of 

Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University 

of Malang. Advisor: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd, M.Si. (II) Ach. 

Nasichuddin, M.A. 

 

Keywords: predator, prey, predator migration, delay, stability. 

 

The predator-prey model is a model of interaction between at least two 

species namely predator and prey species. Furthermore, this interaction can be 

expressed in the form of a time-dependent nonlinear differential equation. This 

form of mathematical model of interaction can further illustrate the behavior of both 

species. In this study, additional time delay and predator migration as controls in 

the competition with prey were performed. This study focused on analyzing the 

existence and stability properties of all its fixed points. The simulation is done by 

varying the initial values of prey and predator. 

The results obtained three fixed point namely  𝑂 = (0,0), 𝐸0 =

(0,−(𝑚 + 𝑑)) on condition of stable 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) > 0 and 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑏+𝑚𝑎)
,
1

𝑎
). 

It was concluded that for more prey population cases than predator populations, the 

obtained equilibrium point is 𝐸∗ = (
7

24
,
1

4
) with human control 𝑚 = 1, and 𝐸∗ =

(1,1) with human control 𝑚 = 0. For the case of predator population more than 

prey, the equilibrium point is  𝐸0 = (0,2) with human control 𝑚 = −2. In other 

words, if the prey population is more than the predator population, the greater the 

human intervention will be given. In this reserch the researcher has not reached the 

limit of harvesting constant, it is recommended for further research using method 

with constant harvesting.



 

xv 

 ملخص

 

 .مقال .تحليل استقرار نموذج المفترسة فريسة مع الهجرة المفترس وتأخير الوقت. 7102 .نيانة ،الصالحة
ك ابراهيم مية مولانا مالامعة اإسساممية الحكو الجضيات كلية العلوم واتكنولوجيا. الريا شعبة

 الماجستيراحمدنسي حدين  (7اري كسومستوتى الماجستير ) (0لمشرف: ) مالانج.

 استقرار ،تأخير الوقت ،هجرة المفترس ،المفترسي-ريسةف :يسيةئالكلمات الر 

. ريسةفالمفترس هو نموذج للتفاعل بين نوعين على الأقل من المفترس والأنواع  ريسةفنموذج ال
وعاموة على ذلك، يمكن التعبير عن هذا التفاعل في شكل المعادلة التفاضلية غير الخطية تعتمد على 
الوقت. ويمكن لهذا الشكل من النموذج الرياضي للتفاعل أن يوضح سلوك كام النوعين. في هذه 
الدراسة، تم تأجيل الوقت اإسضافي والهجرة المفترسة كضوابط في المنافسة مع الفريسة. وركزت هذه 

 القيم يرالدراسة على تحليل وجود وخواص استقرار جميع نقاطها الثابتة. تتم المحاكاة عن طريق تغي
  .الأولية للفريسة والمفترس

𝑂 وهي  النتائج التي تم الحصول عليها ثامث نقاط ثابتة = (0,0)  ، 𝐸0 =

(0,−(𝑚 + 𝑑))  ،1  بشرط استقرار + 𝑎(𝑚 + 𝑑) > . و0 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑏+𝑚𝑎)
,
1

𝑎
وخلصت  (

التوازن الذي  قطةن الدراسة إلى أنه بالنسبة للحالات السكانية الأكثر فريسة من السكان المفترسة فإن
∗𝐸و ه ايتم الحصول عليه = (

7

24
,
1

4
𝑚 مع السيطرة البشرية ( = ∗𝐸 و 1 = مع السيطرة  (1,1)

. البشرية 𝑚 = 𝐸0 التوازن نقطة لحالة المفترس السكان أكثر من فريسة ثم الحصول على  0 = (0,2) 

. مع السيطرة البشرية  𝑚 = ،  المفترسةوبعبارة أخرى، إذا كان السكان فريسة أكثر من السكان 2−
كلما أعطيت التدخل البشري أكبر. في هذه الحالة لم يصل الباحثة إلى الحد الأقصى للحصاد الثابت، 

 فمن المستحسن لمزيد من البحث باستخدام الطريقة مع الحصاد المستمر.
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Penelitian ini merujuk pada firman Allah SWT dalam Qs. Al-Mulk/67 

sebagai berikut:  

 مَا تاَرَىٰ في خَلْقِ الرَّحْمَٰنِ مِنْ تاَفَااوتتٍ ۖ  الَّذِي خَلَقَ سَبْعَ سََاَوَاتٍ طِبَاقاً  
 
فاَارْجِعِ الْبَصَارَ هَالْ تاَارَىٰ مِانْ ۖ

قَلِبْ إلِيَْ 7فتطتور)                            (3كَ الْبَصَرت خَاسِئًا وَهتوَ حَسِير)(ثمتَّ ارْجِعِ الْبَصَرَ كَرَّتَيْنِ ياَناْ
 
“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak melihat pada 

ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka lihatlah 

berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?. Kemudian pandanglah 

sekali lagi niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan tidak menemukan 

sesuatu cacat dan penglihatanmu itu pun dalam keadaan payah.” (QS. Al-Mulk/67: 3 -4).  

 

Almaraghi menafsirkan bahwa lingkungan adalah segala sesuatu yang 

diciptakan Allah yang melingkupi kehidupan manusia, yakni langit, bumi, bulan, 

bintang, sesama manusia, binatang dan lain-lain. Semua itu diciptakan Allah 

menurut sunnatullah (hukum-hukum dan ketentuan Allah), untuk mengatur segala 

yang telah diciptakan-Nya. Karena semuanya itu diciptakan Allah dengan tujuan 

serta kesempurnaan, tanpa ada kecacatan sedikitpun (Al-Maraghi, 1993). Selain 

itu juga dijelaskan bahwa penciptaan langit dan bumi ini berdasarkan haq dan 

batas waktu yang ditentukan. Menurut Ibn ‘Asyur yang dimaksud al-haq di sini 

adalah “Apa yang mestinya menjadi hikmah dan tujuan penciptaan langit dan 

bumi”.  Tidak mungkin semua ini diciptakan dalam keadaan sia-sia (Quraish, 

2002).  

Berdasarkan hikmah pada Qs. Al-Mulk:3-4 di atas, maka tugas manusia 

sebagai kholifah adalah menjaga agar lingkungan yang diciptakan oleh Allah tidak 
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rusak. Selanjutnya lingkungan yang memuat keseimbangan sistem ekologi menjadi 

urgen untuk di kaji. Ekologi merupakan cabang ilmu yang mempelajari hubungan 

timbal balik antara organisme dengan lingkungannya serta menganut prinsip 

keseimbangan semua komponen alam. Salah satu bahasan penting dalam ekologi  

yakni  rantai makanan. Rantai makanan merupakan salah satu penentu dari sebuah 

keseimbangan ekosistem yang bergerak secara linear dari produsen ke konsumen 

teratas. Dalam model predator-prey Lotka Voltera, pertumbuhan produsen 

mengalami kenaikan secara eksponensial jika diasumsikan tidak adanya konsumen. 

Selanjutnya produsen di alam dapat dianggap sebagai prey dan konsumen sebagai 

predator. Di sisi lain, Jorgensen (2009) mengatakan bahwa dalam suatu rantai 

makanan minimal terdapat dua macam spesies yaitu  spesies pemangsa (predator) 

sebagai konsumen dan spesies mangsa (prey) sebagai produsen.  

Model  mangsa   memangsa   Lotka   Volterra selanjutnya dimodifikasi 

dengan   menambahkan faktor lain, misalnya  (1)  tingkat  kompetisi antara  

predator dan prey  dan (2) campur tangan manusia. Dengan adanya predator dalam 

populasi, maka pertumbuhan prey menjadi terganggu. Walupun di alam, predator 

tidak secara terus menerus memangsa prey. Artinya tingkat kematian prey di alam 

mengalami perlambatan/penundaan. Kejadian tertundanya kematian prey secara 

matematika diekspresikan sebagai fungsi waktu tunda. Ekspresi waktu tunda pada 

kompetisi predator dan prey ini pernah di teliti oleh Baretta dkk (1996) dan Ruan 

(2009). Ketika populasi predator tak terkendali, maka populasi prey lambat laun 

akan punah dan mengakibatkan ketersediaan makanan untuk predator menjadi 

habis. Sehingga predator tidak dapat hidup karena putusnya rantai makanan. Hal 

yang demikian ini mengakibatkan kematian predator menjadi meningkat.  
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Berdasarkan hal ini, maka perlulah adanya campur tangan manusia yang 

berperan sebagai biological control. Yang dimaksud sebagai biological control 

adalah sebuah upaya/intervensi dalam mengendalikan jumlah predator serta 

menjaga ketersediaan prey di alam tidak sampai punah (Chen 2013). Artinya peran 

biological control tersebut mengatur agar pertumbuhan predator dan prey tetap 

proporsional. Selanjutnya manusia yang bertindak sebagai biological control 

disebut predator migration. 

Penelitian sebelumnya yang berkaitan dengan paparan di atas dilakukan 

oleh Cheng (2003) yang menganalisis kompetisi dua predator dan satu prey. 

Dijelaskan bahwa Cheng (2003) membuat model suatu kontrol biologis alam di 

daratan dengan padi sebagai prey, belalang sebagai predator tingkat I, serta bebek 

dan ayam yang bertindak sebagai predator migration. Predator migration dalam 

penelitian Cheng (2003) menggunakan predator alami dari predator tingkat I. 

Selanjutnya, penelitian Cheng (2003) dikembangkan kembali oleh Chen dkk (2013) 

yang membuat model untuk kontrol biologis alam yang berlaku di perairan.  Chen 

dkk (2013) menganalisis kompetisi dua predator dan satu prey. Kedua predator 

masing-masing didefinisikan sebagai predator tingkat I dan predator migration. 

Model yang digunakan pada penelitian Chen dkk (2013) ini bersifat non linier. 

Didefinisakan bahwa 𝑢(𝑡) adalah perubahan populasi biomasa prey terhadap waktu 

dan 𝑣(𝑡) perubahan populasi biomasa predator terhadap waktu.  

Penelitian ini difokuskan pada analisis kompetisi antara dua predator dan 

satu prey secara dinamik seperti Saoda (2014). Model yang digunakan dalam 

penelitian ini merujuk pada Chen dkk (2013). Diasumsikan predator adalah 

manusia dan biomasa predator, sementara prey adalah biomasa prey. Biomasa 



4 

 

predator bertindak sebagai predator I dan manusia bertindak sebagai predator 

migration. Predator migration dalam penelitian ini adalah kontrol manusia dengan 

cara memanen predator dan menambahkan jumlah populasi prey. Dengan adanya 

campur tangan manusia ini diharapkan dalam lingkungan ekosistem tersebut 

banyaknya biomasa predator dan banyaknya biomasa prey dapat dikontrol 

jumlahnya. Fungsi waktu tunda ini adalah ekspresi untuk laju kematian oleh prey.  

Simulasi yang dilakukan dalam penelitian ini adalah perubahan nilai-nilai 

awal untuk populasi biomasa predator, predator migration, dan populasi biomasa 

prey. Akan tetapi, perubahan nilai awal pada peran predator migration di sini justru 

yang menjadi sangat penting sekali, karena yang memegang peran bioligical 

control di sini adalah predator migration. Sehingga kestabilan yang diperoleh dari 

perubahan pada populasi biomasa predator dan biomasa prey dikendalikan oleh 

besarnya perubahan pada nilai predator migration. Maka kedalaman dari penelitian 

ini yaitu melihat sejauh mana kestabilan yang diperoleh dari adanya perubahan 

nilai-nilai awal tersebut hingga menuju titik stabil. Sehingga nantinya dapat 

disimpulkan bagaimana kondisi dari suatu populasi tersebut agar tetap seimbang. 

Penelitian tentang kompetisi dua predator yang meliputi predator tingkat I 

dan predator migration terhadap prey banyak terjadi di sekitar kita. Hal ini berarti 

penelitian ini sangat penting untuk dikaji. Terutama teknologi tentang bagaimana 

mengontrol upaya kondisi alam di perairan untuk pemanenan  predator oleh 

predator migration agar keseimbangan ekosistem menjadi terjaga. 

Oleh karena itu berdasarkan paparan di atas, maka penelitian ini mengambil 

judul “Analisis Kestabilan Model Predator-Prey dengan Predator Migration dan 

Waktu Tunda”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok permasalahan yang 

dibahas dalam skripsi ini sebagai berikut: 

1. Bagaimana syarat kestabilan model Chen dkk (2013)? 

2. Bagaimana simulasi dan analisis kondisi kestabilan ekosistem dengan adanya 

perubahan nilai-nilai awal pada populasi biomasa predator, predator migration, 

dan biomasa prey? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengetahui syarat kestabilan model Chen dkk (2013). 

2. Mengetahui hasil simulasi dan analisis kondisi kestabilan ekosistem dengan 

adanya perubahan nilai-nilai awal pada populasi biomasa predator, predator 

migration, dan biomasa prey. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah: 

1. Dapat mengetahui bagaimana stabilitas model dari predator-prey dengan adanya 

predator migration yang disertai dengan adanya waktu tunda. 

2. Dapat mengetahui hasil simulasi dari adanya perubahan nilai awal pada populasi 

biomasa predator, predator migration, dan biomasa prey serta dapat melihat 

sejauh mana campur tangan dari peran manusia sebagai predator migration 

sehingga menjadi rujukan di bidang kontrol biologis suatu perairan yang dapat 
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menentukan banyaknya predator maupun prey sesuai dengan porsi 

lingkungannya. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Dalam kasus ini batasan masalahnya yaitu: 

1. Pada simulasinya dilakukan perubahan nilai-nilai awal populasi biomasa 

predator, predator migration, dan biomasa prey. 

2. Analisis dinamik merujuk pada langkah-langkah Saoda (2014). 

3. Analisis model dikerjakan secara kontinu. 

4. Model yang digunakan adalah merujuk pada Chen dkk (2013) sebagai 

berikut: 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡)) , 

 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)).  (1.5.1) 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur. Langkah-

langkah yang dilakukan untuk mencapai tujuan dari skripsi ini adalah merujuk pada 

Saoda (2014) sebagai berikut: 

1. Menganalisis kestabilan model predator-prey dengan predator 

migration dan tundaan waktu, yaitu: 

a) Menentukan titik tetap atau fixed point. 

b) Melakukan proses linearisasi untuk mendapatkan matriks Jacobian. 

c) Mensubstitusi nilai titik tetap pada matriks Jacobian. 
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d) Menentukan nilai Eigen. 

e) Menetukan kriteria kestabilan pada titik kesetimbangan. 

f) Mengklasifikasikan syarat-syarat kestabilan model ke dalam bentuk 

tabel. 

2. Mensimulasi model predator-prey dengan predator migration dan 

tundaan waktu, yaitu: 

a) Melakukan simulasi terhadap model predator-prey dengan predator 

migration dan tundaan waktu dengan adanya perubahan nilai awal 

populasi biomasa predator, predator migration, dan biomasa prey. 

b) Menginterpretasi hasil simulasi terhadap model predator-prey 

dengan predator migration dan tundaan waktu dengan adanya 

perubahan nilai awal populasi biomasa predator dan biomasa prey 

serta melihat sejauh mana campur tangan manusia sebagai predator 

migration. 

3. Kesimpulan 

Kesimpulan dilakukan untuk mengetahui bagaimana hasil dari 

penelitian ini. yaitu dapat mengetahui bagaimana syarat dari model 

dengan adanya predator migration dan waktu tunda ini. juga untuk 

mengetahui bagaimana hasil simulasi terhadap model predator-prey 

dengan predator migration dan tundaan waktu dengan adanya 

perubahan nilai awal populasi biomasa predator dan biomasa prey serta 

melihat sejauh mana campur tangan manusia sebagai predator 

migration. 
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1.7 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari 

empat bab, masing-masing dibagi ke dalam subbab yaitu sebagai berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bagian ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika penulisan. 

BAB II KAJIAN  PUSTAKA  

Bagian ini berisi materi-materi yang menjadi landasan teori yang terkait 

dengan pembahasan skripsi. Teori-teori tersebut meliputi analisis model predator-

prey dengan predator migration dan waktu tunda, sistem dinamik, sistem 

persamaan diferensial, nilai Eigen dan vektor Eigen, analisis kestabilan titik tetap, 

model logistik dengan perlambatan, penelitian terdahulu, dan kajian agama Islam 

tentang tugas manusia sebagai khalifah di bumi. 

BAB III PEMBAHASAN  

Bagian ini berisi penjelasan hasil dari permasalahan yang akan diteliti dalam 

skripsi serta solusi pemecahan masalah. Berisikan syarat-syarat kestabilan pada 

model  Chen dkk (2013) dan simulasi dari adanya perubahan nilai-nilai awal pada 

populasi biomasa predator dan biomasa prey.  

BAB IV PENUTUP 

Bagian ini berisi kesimpulan dari isi skripsi dan memberikan saran bagi 

pembaca untuk melanjutkan penelitian ini. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Analisis Model Predator-Prey dengan Predator Migration dan Waktu 

 Tunda Chen (2013) 

Model Predator-Prey merupakan salah satu model interaksi antar makhluk 

hidup dalam suatu ekosistem, dengan prey sebagai spesies yang dimangsa dan 

predator sebagai spesies yang memangsa. Model ini disebut sebagai model 

LotkaVolterra (Boyce & DiPrima, 1992). Asumsi dasar dari model predator-prey 

adalah setiap populasi mengalami pertumbuhan atau peluruhan secara 

eksponensial. Interaksi yang terjadi antara mangsa dan pemangsa akan 

mengakibatkan terjadinya proses makan dan dimakan yang berpengaruh terhadap 

kepadatan populasi masing-masing. 

Pada skripsi ini penulis akan membahas tentang model predator-prey 

dengan predator migration dan waktu tunda yang melanjutkan penelitian dari Chen 

(2013). Dalam model tersebut terdapat interaksi antara populasi biomasa predator 

dengan populasi biomasa prey, karena adanya interaksi tersebut menyebabkan 

adanya predasi. Predasi merupakan salah satu bentuk interaksi yang berkaitan 

dengan pengontrolan populasi biomasa predator dan biomasa prey. Selain itu dalam 

model tersebut terdapat perlakuan biological control, yang mana dilakukan oleh 

predator migration dengan menambahkan jumlah populasi biomasa prey dan 

mengurangi jumlah biomasa predator dengan memanennya. 

Berikut diberikan diagram model predator-prey dengan predator migration 

dan waktu tunda yaitu sebagai berikut: 
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Gambar. 2. 1 Mekanisme model predator-prey dengan predator migration dan waktu tunda (Chen 

dkk, 2013). 

 

Interaksi pada penelitian ini melibatkan spesies dari biomasa yang terdiri 

dari populasi biomasa prey dan populasi biomasa predator. Biomasa merupakan 

makhluk hidup yang berada dalam lingkungan perairan. Lingkungan perairan 

tersebut menimbulkan adanya proses memangsa dan dimangsa antara populasi 

biomasa prey dan populasi biomasa predator. Peningkatan jumlah populasi 

biomasa prey dipengaruhi oleh ada atau tidaknya interaksi dengan populasi biomasa 

predator. Ketika tidak terjadi interaksi dengan populasi biomasa predator, maka 

pertumbuhan populasi biomasa prey mengikuti model logistik. Pada Gambar 3.1 

tersebut menunjukkan bahwa laju pertumbuhan biomasa prey sebesar 1, merupakan 

pertumbuhan biomasa prey secara alami. Adanya predasi antara biomasa prey 

dengan biomasa predator maka populasi biomasa prey berkurang sebesar 𝑎. Oleh 

karena itu, dapat diketahui bahwa populasi biomasa prey akan bertambah dengan 

laju sebagai berikut, 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡)). 

Populasi biomasa prey pada suatu lingkungan perairan dapat mempengaruhi 

jumlah pertumbuhan dari populasi biomasa predator. Ketika tidak terjadi interaksi 

𝛼 𝑚 
Biomasa Prey 

Predator 

Migration 

𝑏 𝑑 

1 

𝑚 

Biomasa 

Predator 

Predator 

Migration 
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dengan populasi prey, maka populasi predator berkurang karena kelaparan 

sehingga menimbulkan kematian dengan tingkat kematian populasi biomasa 

predator tersebut sebesar 𝑑. Proses kematian tersebut dapat mengurangi jumlah 

populasi biomasa predator yang dideskripsikan sebagai berikut, 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑑𝑣(𝑡). 

Oleh karena kematian yang dialami populasi biomasa predator utama di 

atas, maka hal tersebut menimbulkan adanya populasi biomasa predator yang baru. 

Populasi biomasa predator yang baru tersebut berasal dari populasi biomasa prey 

dengan waktu tunda sebesar 𝜏. Proses munculnya populasi biomasa predator 

tersebut dapat meningkatkan jumlah populasi biomasa predator utama dengan laju 

sebesar 𝑏 yang berarti populasi biomasa prey menjadi berkurang. Berdasarkan 

pernyataan tersebut maka dapat diketahui laju penambahan populasi biomasa 

predator yang diikuti dengan penurunan populasi biomasa prey utama sebagai 

berikut, 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏)). 

Oleh karena adanya faktor penurunan populasi biomasa prey di atas, maka 

populasi biomasa predator utama mengalami penurunan dua kali lipatnya setiap 

waktu yang dideskripsikan sebagai −𝑣(𝑡)2. Setelah mengalami penurunan, maka 

untuk mengurangi kerugian tersebut dilakukan kontrol biologis oleh manusia atau 

predator migration yang diekspresikan dengan pemanenan terhadap predator 

utama dimana dengan laju 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)). Berdasarkan pernyataan di atas, maka 

dapat diketahui laju perubahan populasi biomasa predator utama sebagai berikut, 
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𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)). 

Dari penjabaran di atas, maka dapat dituliskan menjadi model matematika 

oleh Chen dkk (2013) sebagai berikut: 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡)), 

(2.1) 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)). 

 

dengan keterangan dalam satuan sebagai berikut: 

Tabel 2. 1 Keterangan Model 

Parameter Keterangan Satuan 

𝒖(𝒕) Banyaknya populasi biomasa prey terhadap 

waktu 

Biomasa/bulan 

𝒗(𝒕) Banyaknya populasi biomasa predator 

terhadap waktu 

Biomasa/bulan 

𝒂 Besar kematian populasi biomasa prey 

akibat interaksi dengan biomasa predator 

Biomasa/bulan 

𝒅 Besar kematian alami populasi biomas 

predator 

Biomasa/bulan 

𝒃 Besar tundaan waktu  - 

𝒖(𝒕 − 𝝉) Tundaan waktu kematian populasi biomasa 

prey 

- 

𝒎 Besar campur tangan predator migration Jiwa/bulan 
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Parameter yang dipakai dalam model predator-prey dengan predator 

migration ini menggunakan parameter dari penelitian Chen dkk (2013), yaitu: 

Tabel 2. 2 Nilai Parameter untuk Model 

Parameter Nilai 

𝒂 4 

𝒅 0.5 

𝒃 2 

 

Menurut Finizio dan Lada (1998:304), model predator-prey merupakan 

sistem persamaan nonlinier dan tidak ada cara yang diketahui untuk menyelesaikan 

secara eksplisit, meskipun demikian dimungkinkan dengan menggunakan teori 

kualitatif mengenai sistem semacam itu. Menurut Waluya (2006:174), terdapat dua 

kunci konsep dalam sistem nonlinier yang menentukan semua hasil dinamik. Dua 

konsep tersebut adalah titik keseimbangan (titik equilibrium) dan kestabilan. 

 Menurut Dwaradi (2011:4), model Lotka-Volterra layak digunakan jika 

interaksi yang terjadi hanya intraspesies. Intraspesies dapat diartikan interaksi yang 

terjadi antara spesies satu dengan spesies yang lain. Model ini tidak layak dapat 

digunakan dalam kehidupan nyata dengan tidak terbatasnya kapasitas mangsa. Jika 

model ini terdapat keterbatasan kapasitasnya, maka model ini tidak layak dapat 

digunakan. Pada penelitian ini akan digunakan model  Lotka-Volterra yaitu model 

predator-prey dengan adanya perlakuan pemanenan pada populasi prey. 
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2.2 Sistem dinamik 

Secara  umum  sistem  dinamik  didefinisikan  sebagai  sebuah  masalah 

nyata  yang  dimodelkan  secara  matematis  dengan  menggunakan  

persamaanpersamaan diferensial di mana dalam persamaannya mengandung 

parameter–parameter  yang  saling  berhubungan,  serta  perubahan  parameter  pada 

persamaan  tersebut  akan  menyebabkan  perubahan  kestabilan  dari  titik 

ekuilibrium. 

Titik  ekuilibrium  merupakan  salah  satu  kunci  konsep  dalam  sistem 

dinamik. Sistem yang lebih umum dapat dinyatakan dalam bentuk berikut. 

𝑥1
′ = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 

𝑥2
′ = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 

⋮ 

𝑥𝑛
′ = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑡) (2.2.1) 

dengan 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑡), 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛 adalah  suatu  fungsi  umum  dari 𝑥𝑖 , 𝑖 =

1,2, . . , 𝑛 dan waktu 𝑡. Sistem  tersebut  dapat  disederhanakan  lagi menjadi sistem 

fungsi yang tak bergantung dengan waktu (sistem autonomous)  

seperti bentuk berikut. 

𝑥1
′ = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

𝑥2
′ = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

⋮ 

𝑥𝑛
′ = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  (2.2.2) 

dengan 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 adalah fungsi yang tak tergantung secara exsplisit dari  

waktu 𝑡. Kemudian  sistem  tersebut  dianalisis  dengan  memikirkan  konsep 
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tentang ekuilibrium. Ekuilibrium akan terjadi apabila tidak ada gerakan dalam 

sistem  tersebut,  artinya 𝑥𝑖
′ = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Titik  ekuilibrium  akan memenuhi 

𝑓1(𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅) = 0, 

𝑓2(𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅) = 0, 

⋮ 

𝑓𝑛(𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅) = 0, (2.2.3) 

Karena 𝑥𝑖
′ = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Berikut  definisi  titik  ekuilibrium  dari  sistem 

(2.2.2). 

Definisi 2.1 (Titik Ekuilibrium): 

Titik �̅� = (𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅)  ∈ 𝑅𝑛 disebut titik ekuilibrium dari sistem (2.2.2) 

jika 𝑓𝑖(�̅�) = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 (Perko, 1991). 

Definisi 2.2 (Kestabilan Lokal): 

Titik ekuilibrium �̅� 𝜖 𝑅𝑛  pada sistem (2.1.2) dikatakan  

1.   Stabil  lokal  jika  untuk  setiap 휀 > 0 terdapat  𝛿 > 0 sedemikian  sehingga 

untuk setiap solusi  𝑥(𝑡) yang memenuhi ‖𝑥(𝑡0) − �̅�‖ < 𝛿 berlaku 

‖𝑥(𝑡) − �̅�‖ < 휀 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑡0 

2.   Stabil  asimtotik  lokal  jika  titik  ekuilibrium �̅� 𝜖 𝑅𝑛 stabil  dan  terdapat 𝑎0 >

0 sedemikian  sehingga  untuk  setiap  solusi  𝑥(𝑡)  yang  memenuhi 

‖𝑥(𝑡0) − �̅�‖ < 𝑎0 berlaku 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = �̅�. 

3.  Tidak stabil jika titik ekuilibrium �̅� 𝜖 𝑅𝑛 tidak memenuhi 1.  

(Wiggins,1990). 
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2.3 Sistem Persamaan Diferensial  

Sistem persamaan diferensial merupakan sistem persamaan yang melibatkan 

turunan satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas. 

Berikut ini akan diberikan vektor 𝐱 ∈ ℝ𝑛 dengan 𝐱 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇 dan 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ𝑛. Apabila notasi �̇� =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 digunakan untuk menyatakan turunan 𝐱 

terhadap 𝑡 maka dapat diperoleh, 

�̇� = (
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
,
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
, … ,

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
)
𝑇

. 

Selanjutnya diberikan sistem autonomous sebagai berikut ini: 

�̇� = 𝐟(𝐱). (2.1) 

Sistem autonomous merupakan sistem persamaan diferensial dengan variabel bebas 

yang implisit dengan 𝐱 ∈ 𝑳 ⊂ ℝ𝑛, 𝐟: 𝑳 → ℝ𝑛, 𝑳 adalah himpunan terbuka dan 𝐟 ∈

𝑪1(𝑳) dengan 𝑪1 adalah notasi untuk himpunan semua fungsi yang mempunyai 

turunan pertama yang kontinu di 𝐿. Berdasarkan paparan tersebut, maka sistem 

persamaan (2.1) dapat ditulis menjadi berikut ini: 

[
 
 
 
 
 
 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
⋮

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡 ]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇

⋮
𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇]

 
 
 
 

atau 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇 

⋮ 
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𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑇 

 

2.3.1 Sistem Persamaan Diferensial Linear 

Sistem persamaan diferensial linear orde satu dengan variabel tak bebas 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dan variabel bebas 𝑡 dapat dinyatakan sebagai beikut: 

 

 

 

 

Jika 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 bernilai nol, maka sistem persamaan (2.2) disebut sebagai 

sistem persamaan diferensial linear homogen, sedangkan jika bernilai taknol maka 

sistem persamaan (2.2) disebut sistem persamaan diferensial linear nonhomogen. 

Sistem peramaan diferensial pada (2.2) selanjutnya dapat dinyatakan sebagai 

berikut: 

�̇� = 𝑨𝒙 + 𝑮(𝒕) (2.3) 

dengan  𝑨 adalah matriks 𝑛 × 𝑛 yang merupakan matriks koefisien dari variabel tak 

bebas 𝐱 ∈ ℝ𝑛, dengan 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 serta 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 dan 𝐺(𝑡) adalah 

matriks berukuran 𝑛 × 1 yang merupakan fungsi 𝑡. Oleh karena itu, persamaan 

(2.3) dapat ditulis sebagai berikut: 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑔1(𝑡)  

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑔2(𝑡) 

 

  ⋮ 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑔𝑛(𝑡)  

(2.2) 
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�̇� = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] + [

𝑔1(𝑡)
𝑔2(𝑡)

⋮
𝑔𝑛(𝑡)

] 

Contoh 2.2 

Berikut ini diberikan sistem persamaan diferensial linear: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 = 𝑥1 − 2𝑥2 

(2.4) 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = 𝑥1 + 𝑥2 

Sistem persamaan diferensial (2.4) di atas merupakan persamaan diferensial linear 

homogen. 

 

2.3.2 Sistem Persamaan Diferensial Nonlinear 

Sistem persamaan diferensial nonlinear merupakan sistem persamaan 

diferensial biasa yang tak linear. Persamaan diferensial disebut nonlinear jika 

persamaan tersebut memenuhi salah satu kriteria berikut ini (Ross, 1984): 

(1) Memuat variabel tak bebas dari turunannya yang berpangkat selain satu. 

(2) Terdapat perkalian dari variabel tak bebas dan/atau turunannya. 

(3) Terdapat fungsi transendental dari variabel tak bebas dan turunannya. 

Contoh 2.3 

Berikut ini diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 = 𝑥1𝑥2 − 𝑥2 

(2.5) 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = 𝑥1

2 + 𝑥2 

Sistem persamaan (2.5) merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear dengan 

variabel bebas 𝑡 dan variabel tak bebas 𝑥1 serta 𝑥2. Hal tersebut dikarenakan sistem 
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persamaan diferensial pada persamaan (2.5) di atas terdapat perkalian antara 

variabel tak bebas 𝑥1 dan 𝑥2 untuk persamaan pertama, dan untuk persamaan kedua 

terdapat kuadrat dari variabel tak bebas 𝑥1.  

2.3.3 Sistem Persamaan Diferensial Tundaan 

Menurut  Kuang  (1993),  persamaan  diferensial  dengan tundaan 

dinyatakan dalam bentuk 

∑ 𝑎𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
 𝑥(𝑡) 

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝑚

𝑘=0

= 0. 
(2.3𝑎) 

 

parameter 𝜏 adalah waktu tunda. Misalkan 𝑥(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡, maka persamaan (2.3a) 

dapat juga ditulus sebagai berikut 

∑ 𝑎𝑘𝜆
𝑘𝑒𝜆𝑡 

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘𝜆
𝑘𝑒𝜆(𝑡−𝜏)

𝑚

𝑘=0

= 0, 

𝑒𝜆𝑡 (∑ 𝑎𝑘𝜆
𝑘 

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘𝜆
𝑘𝑒−𝜆𝜏

𝑚

𝑘=0

) = 0. 

karena 𝑒𝜆𝑡 ≠ 0, sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut 

(∑ 𝑎𝑘𝜆
𝑘 

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘𝜆
𝑘𝑒−𝜆𝜏

𝑚

𝑘=0

) = 0.     
(2.3𝑏) 

 

Persamaan (2.3b) disebut persamaan karakteristik dari persamaan (2.3a). 

misalkan 

𝑝1(𝜆) = ∑ 𝑎𝑘𝜆
𝑘 

𝑛

𝑘=0

 dan 𝑝2(𝜆) = ∑ 𝑏𝑘𝜆
𝑘,

𝑚

𝑘=0

 

maka persamaan (2.3b) dapat ditulis kembali sebagai 
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𝑝1(𝜆) + 𝑝2(𝜆)𝑒−𝜆𝜏 = 0.  (2.7) 

sistem persamaan diferensial dengan waktu tunda dinyatakan sebagai 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏)), 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓2(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏)),   (2.8) 

⋮ 

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛(𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝜏)). 

(Kuang, 1993). 

 

2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Secara  formal  definisi  nilai  Eigen  dan  vektor  Eigen  adalah  sebagai 

berikut. 

Definisi 2.6 

Misalkan 𝐴 matrik 𝑛 × 𝑛 dan 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 ≠ 0. Vektor 𝑥 disebut vektor 

Eigen/ vektor karakteristik dari 𝐴 jika 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

untuk suatu 𝜆 ∈ 𝑅. Bilangan 𝜆 yang memenuhi persamaan di atas disebut nilai 

Eigen  /  nilai  karakteristik.  Vektor 𝑥 disebut  vektor  Eigen  yang  bersesuaian 

dengan  𝜆. 

Untuk  mencari  nilai  dan  vektor  Eigen  dari  suatu  matrik 𝐴 berordo 𝑛 ×

𝑛 adalah sebagai berikut: 
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Misalkan 𝐴 matrik 𝑛 × 𝑛 dan 𝑣 ∈ 𝑅𝑛, 𝑣 ≠ 0 merupakan  vektor  Eigen  dari matrik 

𝐴, maka ada 𝜆 ∈ 𝑅 ∋ 

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 

𝐴𝑣 = 𝜆𝐼𝑣 

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑣 = 0 

Tampak bahwa    merupakan penyelesaian dari sistem persamaan linear 

(SPL)  homogen  (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0. Karena 𝑣 ≠ 0, maka  sistem  persamaan homogen   

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑣 = 0 mempunyai  penyelesaian  non  trivial.  Ini  hanya mungkin jika det  

(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0, artinya  𝜆   adalah penyelesaian persamaan dari det (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑣 = 0. 

Det (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑣 = 0 ini  disebut  persamaan  karakteristik  dari matrik 𝐴. 

Lemma:𝝀  

Misalkan 𝐴   matriks  𝑛 × 𝑛. 𝜆 ∈ 𝑅 adalah  nilai  Eigen  dari  matriks  𝐴  jika  dan 

hanya jika 𝜆  adalah akar persamaan karakteristik  det (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. Sedangkan 

vektor  Eigen  dari  matriks  𝐴   yang  bersesuaian  dengan   𝜆  adalah  penyelesaian 

dari SPL homogen (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. 

(Anton & Rorres, 2014) 

 

2.5 Analisis Kestabilan Titik Tetap 

Perhatikan sistem linier ini, (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡

) = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑥
𝑦) dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐 dan 𝑑 

konstan. 

Catatan: 
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Sistem linier biasa disebut “model data spesies” dalam population dinamics. 

Jika matriks 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) dan 𝜆 nilai eigen 𝐴, maka 

𝐴 (
𝑥
𝑦)  = 𝜆 (

𝑥
𝑦) ⟺ (

𝑎 − 𝜆 𝑏
𝑐 𝑑 − 𝜆

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

Persamaan karakteristik, 

|
𝑎 − 𝜆 𝑏

𝑐 𝑑 − 𝜆
| = 0 

⇔ 𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = 0 

⇔ 𝜆1,2 =
𝑎 + 𝑑 ± √(𝑎 + 𝑑)2 − 4(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)

2
 

=
𝑝±√𝑝2−4𝑞

2
, dimana {

𝑝 = 𝑎 + 𝑑
𝑞 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

 

Stabilitas sistem linier dapat diterangkan sebagai berikut. 

1. 𝜆1,2 real dan berbeda jika ∆= 𝑝2 − 4𝑞 > 0: 

a. 𝜆1,2 sama tanda jika 𝑞 > 0: 

i. 𝜆1,2 semua positif jika 𝑝 > 𝑜 →tidak stabil. 

ii. 𝜆1,2 semua negatif jika 𝑝 < 0 →stabil. 

b. 𝜆1,2 beda tanda jika 𝑞 < 0 → tidak stabil. 

c. Salah satu dari 𝜆1,2 nol, jika 𝑞 = 0: 

i. Akar lainnya positif jika 𝑝 > 0 →tidak stabil. 

ii. Akar lainnya negatif jika 𝑝 < 0 →stabil. 

2. 𝜆1,2 real dan sama bila ∆= 0: 

a. 𝜆1,2 sama randa: 

i. Keduanya positif bila 𝑝 > 0 →tidak stabil. 
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ii. Keduanya negatif bila 𝑝 < 0 →stabil. 

b. 𝜆1 = 𝜆2 = 0, bila 𝑝 = 0 →tidak stabil. 

3. 𝜆1,2 kompleks bila ∆< 0: 

a. 𝑅𝑒(𝜆1,2) sama tanda: 

i. 𝑅𝑒(𝜆1,2) semua positif bila 𝑝 > 0 →tidak stabil. 

ii. 𝑅𝑒(𝜆1,2) semua positif bila 𝑝 < 0 →stabil. 

b. 𝑅𝑒(𝜆1,2) bila 𝑝 = 0 →stabil netral. 

(Boyce & DiPrima, 2001). 

 

2.6  Model Logistik dengan Perlambatan 

model logistik tunggal dengan perlambatan adalah 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥(𝑡) (1 −

𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝐾
), 

(2.6.1) 

Dimana 𝜏 adalah sebuat waktu perlambatan dan dianggap positf. Suatu titik 

ekuilibrum positif dari model ini adalah 𝐾. Hal ini diusulkan oleh Hutchinson di 

Gopalsamy, model (2.6.1) tersebut bisa digunakan pada model pertumbuhan 

populasi jenis dinamik tunggal terhadap ketahanan level 𝐾, dengan sebuah 

konstanta laju pertumbuhan intrinsik 𝑟. Bentuk (1 −
𝑥(𝑡−𝜏)

𝐾
) pada model (2.6.1) 

merupakan sebuah kepadatan tergantung pada mekanisme pengaruh arus balik yang 

mengambil 𝜏 satuan waktu untuk menanggapi perubahan pada kepadatan populasi 

diwakili pada model (2.6.1) dikenal sebagai persamaan perlambayan Verhulst atau 

persamaan Hutchinson. Persamaan Hutchinson telah dipelajari di beberapa jurnal 

dan buku. 
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Selanjutnya akan dianalisis stabilitas lokal dari titik ekuilibrum. Untuk 

menganalisis, digunakan sebuah metode standar yaitu metode linearisasi, 

digunakan sebuah metode standar yaitu metode linierisasi di sekitar titik ekulibrum. 

Misalkan 𝑢(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝐾, maka 
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
. Mensubtitusi 𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝐾 ke 

dalam persamaan (2.6.1) untuk memperoleh 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟(𝑢(𝑡) + 𝐾)(1 −

𝑢(𝑡 − 𝜏) + 𝐾

𝐾
) 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑟

𝐾
𝑢(𝑡)𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑟𝑢(𝑡 − 𝜏). 

Karena 𝑥(𝑡) tertutup untuk 𝐾, 𝑢(𝑡)𝑢(𝑡 − 𝜏) dapat dihilangkan. Selanjutnya 

didapatkan suatu model linier 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑟𝑢(𝑡 − 𝜏) 

(2.6.3) 

Untuk memahami stabilitas titik ekuilibrium nol dari model (2.6.3) 

dipertimbangkan persamaan karakteristik pada model (2.6.3). pensubtitusian pada 

fungsi tes 𝑥(𝑡) = 𝑒𝜆𝜏 ke dalam model (2.6.3) menghasilkan persamaan 

karakteristik 

𝜆𝑒𝜆𝜏 = −𝑟𝑒𝜆(𝑡−𝜏)  

karena 𝑒𝜆𝜏 ≠ 0, maka  

𝜆 + 𝑟𝑒−𝜆𝜏 = 0 (2.6.4) 

Lemma 1 Misalkan 𝑟 > 0 dan 𝜏 > 0 jika 𝑟 ≤
1

𝑟𝑒
 maka persamaan (2.6.4) memiliki 

akar-akar persamaan karakteristik negatif 

Bukti Misalkan 𝐹(𝜆) = 𝜆 + 𝑟𝑒−𝜆𝜏. Dengan catatan bahwa 𝜆 bukan bilangan riil 

nonnegatif. Akan dibuktikan bahwa akar-akar dari 𝐹(𝜆) adalah bukan bilangan 

komplek. Karena 𝐹(𝜆) = 𝜆 + 𝑟𝑒^(−𝜆𝜏) maka 𝐹(𝜆) = 𝐼 − 𝑟𝜏𝑒−𝜆𝜏 dan 𝜆∗ =



25 

 
 

1

𝜏
ln (𝑟𝜏) adalah titik kritik dari 𝐹(𝜆). Oleh karena itu, 𝐹"(𝜆) = 𝑟𝜏2𝑒−𝜆𝜏 yang 

positif. Ini berati bahwa nilai dari titik kritis memberikan nilai minimum untuk 

𝐹(𝜆). Selanjutnya karena 𝐹(𝜆∗) =
1

𝜏
(ln(𝑟𝜏) + 1) yang sama dengan nol jika 𝑟𝜏 =

1

𝑒
 atau (𝜏 =

1

𝑟𝑒
), dan kurang dari nol jika 𝜏 <

1

𝑟𝑒
 maka persamaan (2.6.4) hanya 

memiliki satu akar, yaitu 𝜏 =
1

𝑟𝑒
, dan jika 𝜆 =

1

𝜏
ln(𝑟𝑡) persamaan (2.6.4) memiliki 

dua akar riil negatif. 

Jika 𝐹(𝜆) > 0, yaitu 𝑟𝜏 >
1

𝑒
, ini mengakibatkan bahwa tidak ada akar riil 

dari persamaan karakteristik (2.6.4). kondisi persamaan karakteristik ini 

mempunyai akar komplek konjugat. Jika dimisalkan 𝜆 = 𝜌 + 𝑖𝜔, 𝜌𝜖𝑅,𝜔𝜖[0,∞), 

sebagai sebuah akar dari (2.6.4), maka 

𝜌 + 𝑖𝜔 = −𝑟𝑒−(𝜌+𝑖𝜔)𝜏 = −𝑟𝑒−𝜌𝜏(cos(𝜔𝜏) − 𝑖 sin(𝜔𝜏)), 

maka didapatkan dua persamaandengan bagian riil dan bagian imajinernya: 

𝜌 = −𝑟𝑒−𝜌𝜏 cos(𝜔𝜏), (2.6.5𝑎) 

𝜔 = 𝑟𝑒−𝜌𝜏 sin(𝜔𝜏), (2.6.5𝑏) 

(Syamsuddin, 2006:3.7). 

 

2.7  Penelitian Terdahulu 

Chen dkk (2013) menganalisis kompetisi dua predator dan satu prey. Kedua 

predator masing-masing didefinisikan sebagai predator tingkat I dan predator 

migration. Model yang digunakan pada penelitian Chen dkk (2013) ini bersifat non 

linier. Metode penyelesaiannya yaitu analisis dinamik dengan membahas eksistensi 

ekulibrum dari kestabilan linier, stabilitas bifurkasi Hopf, dan simulasi numerik 

model. Dari penelitian tersebut kemudian menghasilkan model yang sesuai untuk 
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kontrol biologis suatu populasi yang difokuskan adanya efek dari predator 

migration dan waktu tunda. 

Hasil model yang telah dibuat Chen dkk (2013) ini merujuk pada model 

yang sebelumnya dibuat oleh Cheng, yang mana Cheng tersebut membuat model 

suatu kontrol biologis alam di daratan yang melibatkan predator tingkat I belalang 

dan prey padi dimana predator migration yang diberikan adalah musuh alami dari 

predator itu sendiri yaitu ayam dan bebek. 

Saoda (2014) menganalisis kestabilan model predator-prey Hutchinson 

dengan waktu tunda dan pemanenan konstan. model predator-prey Hutchinson 

adalah model dalam prey yang logistiknya terdapat waktu tunda. Fungsi pemanenan 

konstan dilakukan oleh predator migration dan waktu tunda, kematian prey 

dilakukan oleh predator tingkat I. Metode Saoda (2014) yaitu analisis dinamik yang 

mengkaji analisis kestabilan  model  mangsa-pemangsa  dengan  dan tanpa  waktu 

tunda serta pemanenan konstan. Pemanenan dengan upaya konstan ditunjukkan 

bahwa tangkapan dengan kuota konstan dapat mengakibatkan osilasi serta 

menaikkan resiko eksploitasi berlebihan. Sehingga untuk mengoptimalkannya 

menggunakan metode eksploitasi untuk menangani titik kesetimbangan yang tidak 

stabil. Didapat kesimpulan bahwa untuk waktu  tunda ini mempengaruhi  masa  

sebelum  kelahiran  populasi  mangsa  sehingga  akan mengalami  perubahan  

kestabilan  dari  stabil  ke  tidak  stabil. Maka semakin  besar  nilai waktu  tunda  

mengakibatkan  munculnya  limit  cycle  sehingga  model  akan  terjadi bifurkasi  

Hopf.  

Saoda (2014) menggunakan metode analisis dinamik, dimana untuk 

menganalisis modelnya dilakukan dua hal. Pertama analisis tanpa waktu tunda dan  
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kedua analisis dengan waktu tunda. Analisis model dengan waktu tunda ini 

dilakukan penentuan nilai Eigen dengan cara menggunakan analisis kestabilan. 

Berdasarkan nilai Eigen yang diperoleh Saoda (2014) dapat mengklasifikasikan 

kondisi-kondisi kestabilan titik tetap yang diperoleh dalam bentuk tabel. Sehingga 

metode ini cocok digunakan untuk analisis pada masalah penelitian ini. Simulasi 

yang diberikan juga dijelaskan bagaimana adanya diberikan nilai awal dari suatu 

model dengan waktu tunda yang dilakukan pemanenan secara konstan. Ke dalaman 

dari penelitian ini yaitu dilakukan analisis terhadap kestabilan permasalahan 

persaingan dua predator dan satu prey serta simulasi dari adanya perubahan nilai 

awal. Maka tepat jika penelitian ini merujuk pada Saoda (2014). 

 

2.8 Tugas Manusia Sebagai Khalifah di Bumi 

Tugas manusia sebagai khalifah Allah di muka bumi antara lain 

menyangkut tugas mewujudkan kemakmuran di muka bumi serta mewujudkan 

keselamatan dan kebahagiaan hidup di muka bumi. Allah Swt Berfirman pada Q.S 

Hud/11:61  sebagai berikut: 

َ مَا لَكتمْ مِنْ إِلَهٍ غَيْرتهت هتوَ أنَْشَأَكتمْ مِ  وَإِلَى ثََتودَ أَخَاهتمْ صَالِحاً وَاسْتاَعْمَركَتمْ  نَ الْأَرْضِ قاَلَ يَا قاَوْمِ اعْبتدتوا اللََّّ
يبفَ  فِيهَا  (10)اسْتاَغْفِرتوهت ثمتَّ تتوبتوا إلِيَْهِ إِنَّ رَبِيِ قَريِبٌ مُتِ

“Dan kepada Tsamud (Kami utus) saudara mereka Shaleh. Shaleh berkata: `Hai kaumku, 

sembahlah Allah, sekali-kali tidak ada bagimu Tuhan selain Dia. Dia telah menciptakan 

kamu dari bumi (tanah) dan menjadikan kamu pemakmurnya, karena itu mohonlah 

ampunan-Nya, kemudian bertaubatlah kepada-Nya. Sesungguhnya Tuhanku amat dekat 

(rahmat-Nya) lagi memperkenankan (doa hamba-Nya)” (QS. Hud/11:61). 

Maksud dari ayat ini, manusia yang dipercaya oleh Allah sebagai khalifah 

itu bertugas memakmurkan atau membangun bumi ini sesuai dengan konsep yang 
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ditetapkan oleh yang menugaskan (Allah). Atas dasar ini dapat dikatakan bahwa 

tujuan pendidikan dalam Al-Qur’an adalah membina manusia secara pribadi dan 

kelompok sehingga mampu menjalankan fungsinya sebagai hamba Allah dan 

khalifah-Nya guna membangun dunia ini sesuai dengan konsep yang ditetapkan 

oleh Allah. 

Maksud dari manusia sebagai pemakmur bumi adalah karena manusia itu 

diciptakan dari tanah yang diambil dari bumi, maka sepatutnya manusia yang bahan 

utamanya adalah tanah untuk menjaga dan memakmurkannya, sebagai tanda 

penghargaan atas asal-usul penciptaan mereka. Dengan kekuasaan yang diberikan 

kepadanya, manusia harus mampu menjaga amanah yang diberikan Allah kepada 

mereka dalam hal-hal yang menyebabkan bumi itu tetap terjaga dan makmur. 

Sebaliknya, jika manusia itu dengan kekuasaannya merusak dan menyalah 

gunakan kekuasaan yang diamanahkan kepadanya, maka secara tidak langsung 

manusia itu telah menghina asal-usul dari mana mereka diciptakan (tanah). Allah 

Swt memperhatikan eksistensi manusia di muka bumi, setelah memperoleh cukup 

pengetahuan maka Allah SWT menempatkan manusia sebagai eksistensi yang 

kreatif, sebagaimana termaktub dalam surat Hud ayat 61 “Dan Dia yang 

menciptakan kamu dari bumi (tanah) dan menugaskan kamu untuk 

memakmurkan.” 

Atas dasar surat Hud 61 ini, Quraish Shihab (2007) menyatakan bahwa 

tujuan pendidikan adalah membina manusia secara pribadi dan kelompok sehingga 

mampu menjalankan fungsinya sebagai hamba Allah dan khalifah-Nya, guna 

membangun dunia ini sesuai dengan konsep yang ditetapkan Allah. Manusia yang 

dibina adalah makhluk yang memiliki unsur-unsur material (jasmani) dan 
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immaterial (akal dan jiwa). Pembinaan akalnya menghasilkan ilmu. Pembinaan 

jiwanya menghasilkan kesucian dan etika, sedangkan pembinaan jasmaninya 

menghasilkan keterampilan. Dengan penggabungan unsur-unsur tersebut, 

terciptalah mahluk dwidimensi dalam satu keseimbangan, dunia dan akhirat, ilmu 

dan iman. Dasar pemikiran di atas tentu saja menuntut umat manusia untuk 

menempatkan aspek penguasaan ilmu pengetahuan menjadi penting.  

Menurut Musa Asy’arie, tugas kekhalifahan yang diemban karena manusia 

dipandang mempunyai kemampuan konseptual dengan watak keharusan 

eksperimen berkesinambungan sampai menunjukkan kemakmuran dan 

kesejahteraan hidup di muka bumi Asy’arie (1992). Dalam hal ini, Syahminan Zaini 

(1984), menyatakan bahwa sebagai khalifah dan hamba Allah, manusia 

berkewajiban mensyukuri segala nikmat itu dengan kehendak Sang Pemberi 

Nikmat, yakni dengan berupaya kreatif, memakmurkan bumi, dan 

membudidayakan alam. 

Tugas manusia ini pada dasarnya secara implisit menggambarkan 

pandangan Islam yang memandang manusia dengan pandangan yang positif dan 

konstruktif  Tobroni (1994). Dalam Islam, manusia tidak hanya ditempatkan 

sebagai bagian sistematik dari realitas alam, lebih jauh Islam menuntut peran kreatif 

manusia untuk mengelola alam sebagai sumber daya material (material resource) 

sebagai pengejawantahan tugas kemanusiaannya di muka bumi. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Syarat Kestabilan Model Predator-Prey 

Pada subbab ini model predator-prey yang akan di bahas adalah model 

Chen (2013) yaitu model predator-prey dengan predator migration dan waktu 

tunda yang dapat di tuliskan kembali seperti berikut: 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡)), 

(3.1) 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)). 

 

Fokus pada pembahasan ini yaitu menentukan syarat kestabilan dari model 

predator-prey dengan predator migration dan waktu tunda ke dalam bentuk tabel 

sehingga dapat melakukan simulasi sesuai dengan syarat yang telah di dapatkan. 

Selanjutnya, simulasi yang di lakukan adalah simulasi untuk perubahan nilai awal 

suatu populasi yang mana dapat mengarah pada seberapa banyak peran predator 

migration sehingga kesetimbangan pada populasi tersebut tetap proporsional. 

Model Chen (2013) ini terbagi menjadi satu prey  dan dua predator, yaitu 

predator tingkat I dan predator migration. Populasi predator tingkat I dalam kasus 

ini adalah biomasa predator dan predator migration merupakan manusia yang 

berperan sebagai biological control, sedangkan populasi prey adalah biomasa prey. 

Tahapan yang di lakukan dalam penelitian ini adalah penentuan kestabilan model 

dan simulasi. Dalam menentukan kestabilan akan di cari nilai dari titik tetapnya, 

kemudia melakukan linearisasi model untuk mendapatkan matrik Jacobian dan 

analisis kestabilan untuk mendapatkan titik kesetimbangan. Untuk simulasi 
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dilakukan dua hal, simulasi untuk nilai awal ketika di asumsikan banyaknya 

populasi prey lebih dari banyaknya populasi predator dan untuk simulasi kedua 

nilai awal ketika banyaknya populasi predator lebih dari banyaknya populasi prey. 

Pada pembahasan ini akan di bagi menjadi dua kajian, yaitu model tanpa waktu 

tunda dan model dengan waktu tunda. 

 

3.1.1 Model tanpa waktu tunda (𝝉 = 𝟎)  

1) Penentuan titik tetap model predator-prey  

Menurut definisi 2.1, titik kesetimbangan sistem (3.1) diperoleh ketika 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡)) = 0, 

(3.2𝑎) 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)) = 0. 

(3.2𝑏) 

 

Dari persamaan (3.2a) tersebut didefinisikan 
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 maka persamaan 

tersebut menjadi: 

𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡)) = 0  

𝑢(𝑡) = 0 atau 1 − 𝑎𝑣(𝑡) = 0. (3.2𝑐) 

Selanjutnya dari persamaan (3.2b) didefinisikan 
𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 0 dengan 𝑢(𝑡) =

0 yang sesuai persamaan (3.2c), maka persamaan tersebut menjadi: 

𝑣(𝑡)(−𝑑 − 𝑏𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)) = 0 

−𝑣(𝑡)𝑑 − 𝑣(𝑡)2 − 𝑣(𝑡)𝑚 = 0 

𝑣(𝑡)(−𝑑 − 𝑣(𝑡) − 𝑚) = 0 

𝑣(𝑡) = 0   atau −𝑑 − 𝑣(𝑡) − 𝑚 = 0 
𝑣(𝑡) = −𝑑 − 𝑚 
𝑣(𝑡) = −(𝑚 + 𝑑) 

 

Maka didapatkan titik kesetimbangan pertama 𝑂 = (0,0) yang selalu eksis 

dan titik kesetimbangan kedua 𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)). 
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Untuk yang selanjutnya 𝑢(𝑡) ≠ 0, maka: 

1 − 𝑎𝑣(𝑡) = 0 

maka persamaannya menjadi: 

1 − 𝑎𝑣(𝑡) = 0 

𝑎𝑣(𝑡) = 1 

𝑣(𝑡) =
1

𝑎
 . 

Kemudian untuk 𝑣(𝑡) =
1

𝑎
, maka persamaan (3.2b) sebagai berikut: 

1

𝑎
(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡) −

1

𝑎
) + 𝑚 (𝑢(𝑡) −

1

𝑎
) = 0 

−
1

𝑎
𝑑 +

1

𝑎
𝑏𝑢(𝑡) − (

1

𝑎
)
2

+ 𝑚𝑢(𝑡) −
𝑚

𝑎
= 0 

𝑢(𝑡) (
1

𝑎
𝑏 + 𝑚) =

𝑚

𝑎
+ (

1

𝑎
)

2

+
1

𝑎
𝑑 

𝑢(𝑡) =

𝑚
𝑎 + (

1
𝑎)

2

+
1
𝑎 𝑑

1
𝑎 𝑏 + 𝑚

 

    =

𝑎𝑚 + 1 + 𝑎𝑑
𝑎2

𝑏 + 𝑎𝑚
𝑎

 

   =
𝑎𝑚 + 1 + 𝑎𝑑

𝑎2
×

𝑎

𝑏 + 𝑎𝑚
 

   =
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
 

maka didapatkan titik tetap berikutnya 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑎𝑚+𝑏)
,
1

𝑎
) . 

 Maka pada titik kesetimbangan ini, didapatkan hasil titik tetap pertama  𝑂 =

(0,0), titil tetap kedua 𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)) ,dan titik tetap ketiga 𝐸∗ =

(
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑎𝑚+𝑏)
,
1

𝑎
) . Setelah didapatkan titik kesetimbangan kemudian akan dianalisis 

kestabilannya. 

2) Linearisasi Model 

Linearisai merupakan salah satu metode yang digunakan untuk 

mentransformasi persamaan diferensial nonlinier menjadi persamaan diferensial 
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linier dengan melakukan ekspansi deret Taylor dan menghilangkan suku nonlinier 

di persekitaran titik kesetimbangan. Dari persamaan (3.1) dimisalkan sebagai 

berikut: 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢(𝑡)(1 − 𝑎𝑣(𝑡) 

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑣(𝑡)(−𝑑 + 𝑏𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑣(𝑡)) + 𝑚(𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)) 

sehingga persamaan (3.1) menjadi: 

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑢, 𝑣) 

�̇�(𝑡) = 𝑔(𝑢, 𝑣). 

Maka akan dilakukan linierisasi dengan menggunakan ekspansi deret Taylor  

sebagai berikut: 

1. Proses linierisasi di sekitar (𝑢∗, 𝑣∗) untuk titik tetap pertama 𝑂 = (0,0) 

sebagai berikut: 

𝑓(𝑢, 𝑣) ≈ 𝑓(𝑢∗, 𝑣∗) + 𝑓𝑢(𝑢∗, 𝑣∗)(𝑢 − 𝑢∗) + 𝑓𝑣(𝑢
∗, 𝑣∗)(𝑣 − 𝑣∗)  

𝑔(𝑢, 𝑣) ≈ 𝑔(𝑢∗, 𝑣∗) + 𝑔𝑢(𝑢∗, 𝑣∗)(𝑢 − 𝑢∗) + 𝑔𝑣(𝑢
∗, 𝑣∗)(𝑣 − 𝑣∗) (3.3𝑎) 

dimana: 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢(1 − 𝑎𝑣) 

𝑓𝑢(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑎𝑣 

𝑓𝑣(𝑢, 𝑣) = −𝑎𝑢 

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑣(−𝑑 + 𝑏𝑢 − 𝑣) + 𝑚(𝑢 − 𝑣) 

𝑔𝑢(𝑢, 𝑣) = 𝑏𝑣 + 𝑚 

𝑔𝑣(𝑢, 𝑣) = −𝑑 + 𝑏𝑢 − 2𝑣 − 𝑚 

Maka persamaan (3.3a) dengan mensubstitusikan titik tetapnya menjadi: 

𝑓(𝑢, 𝑣) ≈ 𝑓(𝑢∗, 𝑣∗) + 𝑓𝑢(𝑢∗, 𝑣∗)(𝑢 − 𝑢∗) + 𝑓𝑣(𝑢
∗, 𝑣∗)(𝑣 − 𝑣∗) 

𝑓(𝑢, 𝑣) = (0) + (1)(𝑢 − 0) + (0)(𝑣 − 0) 

= 𝑢 

𝑔(𝑢, 𝑣) ≈ 𝑔(𝑢∗, 𝑣∗) + 𝑔𝑢(𝑢∗, 𝑣∗)(𝑢 − 𝑢∗) + 𝑔𝑣(𝑢
∗, 𝑣∗)(𝑣 − 𝑣∗) 

𝑔(𝑢, 𝑣) = (0) + (𝑚)(𝑢 − 0) + (−𝑑 − 𝑚)(𝑣 − 0) 
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= 𝑚𝑢 − (𝑚 + 𝑑)𝑣 

Sehingga di dapatkan sistem linier dari persamaan (3.1) dengan titik tetap 

pertama 𝑂 = (0,0) adalah 

�̇�(𝑡) = 𝑢(𝑡)  

�̇�(𝑡) = 𝑚𝑢(𝑡) − (𝑚 + 𝑑)𝑣(𝑡) (3.4𝑎) 

 

2. Proses linierisasi di sekitar (𝑢∗, 𝑣∗) untuk titik tetap ke dua 𝐸0 =

(0,−(𝑚 + 𝑑))  sebagai berikut: 

Dengan menggunakan cara yang sama, maka digunakan persamaan (3.3a) 

untuk melakukan linierisasi, dimana: 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢(1 − 𝑎𝑣) 

𝑓𝑢(𝑢, 𝑣) = 1 − 𝑎𝑣 

𝑓𝑣(𝑢, 𝑣) = −𝑎𝑢 

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑣(−𝑑 + 𝑏𝑢 − 𝑣) + 𝑚(𝑢 − 𝑣) 

𝑔𝑢(𝑢, 𝑣) = 𝑏𝑣 + 𝑚 

𝑔𝑣(𝑢, 𝑣) = −𝑑 + 𝑏𝑢 − 2𝑣 − 𝑚 

Maka persamaan (3.3a) dengan mensubstitusikan titik tetapnya menjadi: 

𝑓(𝑢, 𝑣) ≈ 𝑓(𝑢∗, 𝑣∗) + 𝑓𝑢(𝑢∗, 𝑣∗)(𝑢 − 𝑢∗) + 𝑓𝑣(𝑢
∗, 𝑣∗)(𝑣 − 𝑣∗) 

𝑓(𝑢, 𝑣) = (0) + (1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑))(𝑢 − 0) + (0)(𝑣 + (𝑚 + 𝑑)) 

 = 𝑢(1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)) 

𝑔(𝑢, 𝑣) ≈ 𝑔(𝑢∗, 𝑣∗) + 𝑔𝑢(𝑢∗, 𝑣∗)(𝑢 − 𝑢∗) + 𝑔𝑣(𝑢
∗, 𝑣∗)(𝑣 − 𝑣∗) 

𝑔(𝑢, 𝑣) = −(𝑚 + 𝑑)(−𝑑 + (𝑚 + 𝑑)) + (𝑚 + 𝑑)𝑚

+ (−𝑏(𝑚 + 𝑑) + 𝑚)(𝑢 − 0)

+ (−𝑑 + 2(𝑚 + 𝑑) − 𝑚)(𝑣 + (𝑚 + 𝑑)) 

= 𝑑(𝑚 + 𝑑) − (𝑚 + 𝑑)2 − 𝑏(𝑚 + 𝑑)𝑢 + 𝑚𝑢 − (𝑚 + 𝑑)(𝑣 + (𝑚 + 𝑑))

+ 2(𝑚 + 𝑑)(𝑣 + (𝑚 + 𝑑)) 
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= 𝑑(𝑚 + 𝑑) − (𝑚 + 𝑑)2 − 𝑏𝑢(𝑚 + 𝑑) + 𝑚𝑢 − 𝑣(𝑚 + 𝑑) − (𝑚 + 𝑑)2

+ 2𝑣(𝑚 + 𝑑) + 2(𝑚 + 𝑑)2 

= −𝑏𝑢(𝑚 + 𝑑) + 𝑚𝑢 + 𝑣(𝑚 + 𝑑) 

Sehingga di dapatkan sistem linier dari persamaan (3.1) dengan titik tetap 

ke dua 𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)) adalah 

�̇�(𝑡) = (1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑))𝑢(𝑡)  

�̇�(𝑡) = 𝑚𝑢(𝑡) − 𝑏(𝑚 + 𝑑)𝑢(𝑡) + (𝑚 + 𝑑)𝑣(𝑡). (3.4𝑏) 

 

3) Analisis Kestabilan pada Titik Kesetimbangan 

 Untuk menentukan kestabilan pada titik kesetimbangan, maka akan 

dihitung nilai eigen dari titik kesetimbangan melalui matriks Jacobian. Matriks 

Jacobian didapatkan dari persamaan bentuk linier yang telah didapatkan yaitu: 

[
�̇�
�̇�
] = [

1 − 𝑎𝑣∗ 𝑎𝑢∗

𝑏𝑣∗ + 𝑚 −𝑑 + 𝑏𝑢∗ − 2𝑣∗ − 𝑚
] [

𝑢(𝑡)

𝑣(𝑡)
] 

(3.5) 

dari matriks Jacobi yang didapatkan, kemudian akan dianalisis kestabilannya 

sebagai berikut: 

1. Untuk titik kesetimbangan pertama (𝑢1
∗, 𝑣1

∗) 

Pada titik kesetimbangan pertama yaitu 𝑂 = (0,0) kemudian 

disubstitusikan ke persamaan (3.5), secara umum didapatkan: 

𝐽1 = (
1 0
𝑚 −(𝑑 + 𝑚)

) 

dari matriks Jacobi tersebut maka mencari nilai Eigen dicari dengan: 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

det [[
1 0
𝑚 −(𝑑 + 𝑚)

] − [
𝜆 0
0 𝜆

] ] = 0 
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det [
1 − 𝜆 0

𝑚 −(𝑑 + 𝑚) − 𝜆 
] = 0 

(1 − 𝜆). (−(𝑑 + 𝑚) − 𝜆 ) = 0 

maka didapatkan nilai Eigen sebagai berikut: 

𝜆1 = 1 Atau 𝜆2 = −(𝑚 + 𝑑) 

berdasarkan dari hasil nilai Eigen tersebut maka didapatkan nilai Eigen 1 

dan −(𝑚 + 𝑑) . Maka dapat dikatakan bahwa 𝑂 selalu unstable. 

2. Untuk titik kesetimbangan kedua (𝑢2
∗ , 𝑣2

∗) 

Pada titik kesetimbangan kedua yaitu 𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)) 

kemudian disubstitusikan ke persamaan (3.5), secara umum didapatkan: 

𝐽2 = (
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) 0
𝑏(𝑚 + 𝑑) + 𝑚 𝑚 + 𝑑

) 

dari matriks Jacobi tersebut maka mencari nilai Eigen dicari dengan: 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

det [[
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) 0
𝑏(𝑚 + 𝑑) + 𝑚 𝑚 + 𝑑

] − [
𝜆 0
0 𝜆

] ] = 0 

det [
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) − 𝜆 0

𝑏(𝑚 + 𝑑) + 𝑚 𝑚 + 𝑑 − 𝜆
] = 0 

(1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) − 𝜆)(𝑚 + 𝑑 − 𝜆) = 0 

maka didapatkan nilai Eigen sebagai berikut: 

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) − 𝜆 = 0 

𝜆3 = 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) 

atau 𝑚 + 𝑑 − 𝜆 = 0 

𝜆4 = 𝑚 + 𝑑 

berdasarkan dari hasil nilai Eigen tersebut maka didapatkan nilai Eigen 1 +

𝑎(𝑚 + 𝑑) dan 𝑚 + 𝑑. Jika 𝑚 + 𝑑 < 0 maka didapatkan nilai Eigen riil 

negatif, dengan demikian 𝐸0 selalu exists. Jika 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) < 0 berati 𝐸0 

dikatakan stable. Jika 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) > 0 berati 𝐸0 dikatakan unstable.  
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3.1.2 Model dengan Waktu Tunda (𝝉 > 𝟎) 

 

Model  predator-prey  dengan  waktu  tunda  yang  diberikan  pada 

persamaan  (3.1)  dianalisis  dengan  menggunakan  pendekatan  model  linear  di  

titik tetap  𝐸∗ = (𝑢∗, 𝑣∗) dimana 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑏+𝑚𝑎)
,
1

𝑎
). Ini mungkin berbeda dari 

titik tetap 0 dan 𝐸0 yang mana adalah delay-independent . Untuk itu dimisalkan 

𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢∗,           𝑦(𝑡) = 𝑣(𝑡) − 𝑣∗ 

𝑥𝜏(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 𝜏) − 𝑢∗,           𝑦𝜏(𝑡) = 𝑣(𝑡 − 𝜏) − 𝑣∗ 

Jika  pemisalan  tersebut  disubstitusikan  ke  dalam  persamaan  (3.1)  

kemudian menyederhanakan dan mengabaikan hubungan hasil kalinya, maka 

diperoleh 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= (𝑥(𝑡) + 𝑢∗) − 𝑎(𝑥(𝑡) + 𝑢∗)(𝑦(𝑡) + 𝑣∗) 

           = (𝑥(𝑡) +
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
) − 𝑎𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) − 𝑎𝑥(𝑡)

1

𝑎

− 𝑎𝑦(𝑡) (
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
) − 𝑎

1

𝑎
(
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
) 

            = − 
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
 𝑦(𝑡) 

 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑑(𝑦(𝑡) + 𝑣∗) + 𝑏(𝑦(𝑡) + 𝑣∗)(𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝑢∗) − 𝑦2(𝑡) − 2𝑦(𝑡)𝑣∗

− 𝑣∗2 + 𝑚(𝑥(𝑡) + 𝑢∗) − 𝑚(𝑦(𝑡) + 𝑣∗) 

             

= (−𝑑 + 𝑏 (
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
) − 𝑚 −

2

𝑎
)𝑦(𝑡) + 𝑚𝑥(𝑡) +

𝑏

𝑎
𝑥(𝑡 − 𝜏) 
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            = 𝑚𝑥(𝑡) +
𝑏

𝑎
𝑥(𝑡 − 𝜏) − (𝑑 −

𝑏 + 𝑎𝑏𝑚 + 𝑎𝑏𝑑

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
+ 𝑚 −

2

𝑎
)𝑦(𝑡) 

= 𝑚𝑥(𝑡) +
𝑏

𝑎
𝑥(𝑡 − 𝜏)

− (
𝑎𝑑(𝑎𝑚 + 𝑏) − 𝑏 − 𝑎𝑏𝑚 − 𝑎𝑏𝑑 + 𝑎𝑚(𝑎𝑚 + 𝑏) + 2(𝑚𝑎 + 𝑏)

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
)𝑦(𝑡) 

= 𝑚𝑥(𝑡) +
𝑏

𝑎
𝑥(𝑡 − 𝜏)

− (
𝑎2𝑚𝑑 + 𝑎𝑏𝑑 − 𝑏 − 𝑎𝑏𝑚 − 𝑎𝑏𝑑 + 𝑎2𝑚2 + 𝑎𝑚𝑏 + 2𝑎𝑚 + 2𝑏

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
)𝑦(𝑡) 

= 𝑚𝑥(𝑡) +
𝑏

𝑎
𝑥(𝑡 − 𝜏) − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
𝑦(𝑡) 

Sehingga di dapatkan sistem linier dari persamaan (3.1) dengan titik tetap 

ke tiga 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑏+𝑚𝑎)
,
1

𝑎
) adalah 

�̇�(𝑡) = − 
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
 𝑣(𝑡) 

 

�̇�(𝑡) = 𝑚𝑢(𝑡) +
𝑏

𝑎
𝑢(𝑡 − 𝜏) − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
𝑣(𝑡) 

(3.6) 

Selanjutnya, untuk menentukan kestabilan pada titik kesetimbangan, maka 

akan dihitung nilai Eigen dari titik kesetimbangan ketiga  (𝑢3
∗ , 𝑣3

∗) , jika 

penyelesaian 𝑢 = 𝑒𝜆𝜏 digunakan  , maka diperoleh : 

𝐽3 =

(

 
 

0 −
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)

𝑏

𝑎
𝑒−𝜆𝜏 + 𝑚 − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏) )

 
 

 

(bukti lampiran 1) 

dari matriks Jacobi tersebut maka mencari nilai Eigen dicari dengan: 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 
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det

[
 
 
 
 

[
 
 
 
 0 −

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)

𝑏

𝑎
𝑒−𝜆𝜏 + 𝑚 − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏) ]
 
 
 
 

 − [
𝜆 0
0 𝜆

] 

]
 
 
 
 

= 0 

||
−𝜆 −

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)

𝑏

𝑎
𝑒−𝜆𝜏 + 𝑚 − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
− 𝜆

|| = 0 

||
𝜆

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)

−
𝑏

𝑎
𝑒−𝜆𝜏 − 𝑚  

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
+ 𝜆

|| = 0 

𝜆2 + 𝜆.
𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
+

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)
.𝑚 +

𝑏

𝑎
𝑒−𝜆𝜏 = 0 

jika dimisalkan : 

𝑃 =
𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
 

𝑄 =
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)
.𝑚 

𝑅 =
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)
.
𝑏

𝑎
 ⇒ 𝑅𝑒−𝜆𝜏 =

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

(𝑎𝑚 + 𝑏)
.
𝑏

𝑎
𝑒−𝜆𝜏 

Maka persamaan tersebut dapat di tulis menjadi: 

𝜆2 + 𝑃𝜆 + 𝑄 + 𝑅𝑒−𝜆𝜏 = 0. (3.7) 

Ketika nilai 𝜏 = 0 maka persamaan karakteristik (3.7) menjadi: 

𝜆2 + 𝑃𝜆 + 𝑄 + 𝑅 = 0 

yang memiliki akar-akar 

𝜆5,6 =
−𝑃 ± √𝑃2 − 4(𝑄 + 𝑅)

2
 

karena 𝑃 dan 𝑄 keduanya adalah bilangan positif, nilai Eigen dari 

persamaan karakteristik (3.7) memiliki bagan real negatif. Jika nilai dari 
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(𝜆5 + 𝜆6) < 0 dan(𝜆5𝜆6) < 0  maka titik tetap 𝐸∗ merupakan asymptotically 

stable. 

Sedangkan untuk 𝜏 ≠ 0, persamaan karakteristik (3.7) dapat di tuliskan : 

(𝑧2 + 𝜏𝑃𝑧 + 𝜏2𝑄)𝑒𝑧 + 𝜏2𝑅 = 0, 

(bukti lampiran 2) 

dimana 𝑧 = 𝜆𝜏.   
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Dari nilai Eigen yang didapatkan tersebut maka diberikan syarat kestabilan 

pada tabel berikut: 

Tabel 3.1  Syarat kestabilan titik kesetimbangan model predator-prey dengan predator  

migration dan waktu tunda 

 

Titik kesetimbangan Keterangan Syarat kestabilan 

𝑶 = (𝟎, 𝟎) unstable - 

𝑬𝟎 = (𝟎,−(𝒎 + 𝒅)) 

stable 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) < 0 

unstable 1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) > 0 

𝑬∗ = (
𝟏 + 𝒂(𝒎 + 𝒅)

𝒂(𝒃 + 𝒎𝒂)
,
𝟏

𝒂
) 

asymptotically stable (𝜆5 + 𝜆6) < 0 dan 

(𝜆5𝜆6) < 0 
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3.2 Simulasi untuk variasi nilai awal 

Pada subbab ini akan diberikan dua simulasi dari persamaan (3.1) dengan 

nilai parameter yang diberikan pada tabel (2.2) oleh Chen (2013). Pada simulasi 

pertama akan diberikan nilai awal yang berkondisikan populasi predator > prey, 

dengan nilai waktu tunda yang telah diberikan. Sehingga dari kondisi tersebut akan 

di lihat sejauh mana kontribusi dari campur tangan manusia terhadap keadaan pada 

populasi tersebut. Kemudian, untuk simulasi yang ke dua merupakan kondisi yang 

nilai awalnya adalah populasi prey > predator. Nilai waktu tunda yang di berikan 

merupakan sama dengan simulasi yang pertama. Dari sini juga akan di lihat sejauh 

mana kontrol manusia yang harus di berikan. 

Sebelumnya, akan di berikan simulasi bagaimana suatu populasi dalam 

model ini di katakan stabil. Merujuk pada Chen (2013) nilai parameter akan di 

substitusikan pada persamaan, begitu pula nilai awal yang diberikan. Yaitu, suatu 

kondisi untuk nilai awal pada populasi predator  𝑣(𝑡) = 0.5 dan 0.8 dan populasi 

prey 𝑢(𝑡) = 0.3, dan 0.6  serta nilai kontribusi predator migration m =
1

4
 dengan 

nilai delay τ = 0.5 dengan bantuan software MATLAB R2010a yaitu sebagai 

berikut: 
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Gambar 3.1. Kesetimbangan model dengan nilai 𝒎 =
𝟏

𝟒
, delay 𝝉 = 𝟎. 𝟓 

(bukti lampiran 3) 

 

Pada gambar (3.1) di atas dapat di jelaskan sebagai berikut. Dapat dikatan 

bahwa dengan nilai awal populasi predator 𝑣(𝑡) = 0.5 dan 0.8 dan nilai populasi 

prey 𝑢(𝑡) = 0.3 dan 0.6. dimana nilai 𝑚 =
1

4
, delay 𝜏 = 0.5 kondisi ini stable pada 

titik kesetimbangan 𝐸∗ = (
1

3
,
1

4
). 

Peran dari predator migration ini merupakan kendali penting dari sebuah 

populasi dalam model ini, maka besar dari nilai suatu predator migration ini di 

klasifikasikan dalam sebuah proposition. 

Proposition (3.1) 

i. Jika 𝑚 > 𝑑 maka persamaan (3.2) memiliki titik kesetimbangan 𝑂 

dan 𝐸∗ 

ii. Jika −𝑑 −
1

𝑎
< 𝑚 < −𝑑 maka persamaan (3.2) memiliki titik 

kesetimbangan 𝑂, 𝐸0 dan 𝐸∗ 
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iii. Jika 𝑚 ≤ −𝑑 −
1

𝑎
 maka persamaan (3.2) memiliki titik 

kesetimbangan 𝑂 dan 𝐸0 

Chen (2013). Nilai waktu tunda merupakan nilai dari tertundanya masa waktu 

kematian populasi suatu prey, dalam hal ini rentang nilai 𝜏 Chen (2013) 

menjabarkan dengan rentan 𝜏 = [
1

4
,
1

2
,
21

40
, 1,2].  

 

3.2.1 Simulasi Nilai Prey lebih dari Predator 

Pada subbab ini, disimulasikan model predator-prey dengan predator 

migration dan waktu tunda untuk kasus populasi nilai awal ketika di asumsikan 

banyaknya populasi prey lebih dari banyaknya populasi predator dengan 

menggunakan nilai parameter pada tabel 3.2 

Tabel 3. 2 Nilai parameter kasus populasi prey > predator 

Simulasi 𝑎 𝑑 𝑏 𝜏 𝑢(𝑡) 𝑣(𝑡) 

𝑖 4 0.5 2 0.5 0.8 0.5 

0.6 0.3 

𝑖𝑖 1 1 2 0.5 0.8 0.5 

0.6 0.3 

 

Melalui nilai parameter Simulasi (𝑖), untuk menentukan nilai seberapa besar 

predator migration dapat di tentukan dari ketentuan  Proposition (3.1) i.  yang dapat 

di jabarkan sebagai berikut: 

𝑚 ≥ −𝑑 

𝑚 ≥ −0.5 
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dengan demikian dapat diambil nilai dari predator migration adalah sebesar 𝑚 = 1 

satuan. Ketika nilai 𝑚 = 1 maka kesetimbangan yang diperoleh adalah 𝐸∗. Untuk 

kesetimbangan 𝐸∗ dapat di jabarkan seperti berikut: 

𝐸∗ = (
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
,
1

𝑎
) 

= (
1 + 4(1 + 0.5)

4(2 + 4)
,
1

4
) 

= (
1 + 4(1.5)

4(6)
 ,
1

4
) 

= (
7

24
,
1

4
). 

dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan 𝐸∗ = (0.291,0.25). Potret fase 

pada Gambar 3.1 (𝑖) menunjukkan bahwa titik kesetimbangan 𝐸∗ stabil asimtotik 

lokal, hal ini dikarenakan seluruh solusi dengan berbagai nilai awal yang berbeda 

dimana populasi prey > predator menuju titik kesetimbangan 𝐸∗. Pada kehidupan 

nyata jika parameter ini terpenuhi, maka populasi predator dan populasi prey dapat 

hidup secara berdampingan, dimana nilai 𝑚 = 1 bermakna besar kendali untuk 

biological control  dari manusia yang bertindak sebagai predator migration adalah 

memanen populasi predator sebanyak 1 satuan dan menambah jumlah populasi 

prey sebesar 1 satuan. 

Berdasarkan nilai parameter Simulasi (𝑖𝑖), maka penentuan nilai dari 

predator migration di dapatkan dari ketentuan pada Proposition (3.1) ii. dimana 

dapat di jabarkan seperti berikut: 

−𝑑 −
1

𝑎
< 𝑚 < −𝑑 
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−1 −
1

1
< 𝑚 < −1 

−1 − 1 < 𝑚 < −1 

−2 < 𝑚 < −1 

dengan demikian untuk yang pertama −2 < 𝑚 maka diambil nilai 𝑚 = 0, ketika 

nilai 𝑚 = 0 maka kesetimbangan yang diperoleh adalah 𝐸∗. Untuk kesetimbangan 

𝐸∗ dapat di jabarkan seperti berikut: 

𝐸∗ = (
1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
,
1

𝑎
) 

= (
1 + 1(0 + 1)

1(2 + 0)
,
1

1
) 

= (
2

2
+

1

2
) 

= (1,1). 

Kemudian untuk yang ke dua 𝑚 < −1 maka diambil nilai 𝑚 = −2, ketika nilai 

𝑚 = −2 maka kesetimbangan yang diperoleh adalah 𝐸0. Untuk kesetimbangan 𝐸0 

dapat di jabarkan sebagai berikut: 

𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)) 

= (0,−(−2 + 1)) 

= (0,1) 

pada Tabel 3.3 di jelaskan bahwa syarat kesetimbangan 𝐸0 unstable ketika nilai 1 +

𝑎(𝑚 + 𝑑) > 0. Dalam kasus ini untuk mengetahui maka dapat di jabarkan sebagai 

berikut: 

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) > 0 
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1 + 1(−2 + 2) > 0 

1 > 0. 

Karena kondisi tersebut terpenuhi maka titik kesetimbangan 𝐸0 adalah unstable. 

Akibatnya, terdapat dua titik kesetimbangan interior yang eksis, yaitu 𝐸∗ = (1,1) 

dan 𝐸0 = (0,1). Namun hanya titik kesetimbangan 𝐸∗ yang stabil asimtotik lokal 

sedangkan 𝐸0 unstable. Potret fase pada Gambar 3.2 (𝑖𝑖) menunjukkan bahwa titik 

kesetimbangan 𝐸∗ stabil asimtotik lokal, hal ini dikarenakan seluruh solusi dengan 

berbagai nilai awal yang berbeda dimana populasi prey > predator menuju titik 

kesetimbangan 𝐸∗. Dapat disimpulkan bahwa hasil simulasi pada Gambar 3.1 (𝑖) 

dan (𝑖𝑖) sesuai dengan analisis. 

 

(𝑖) 
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(𝑖𝑖) 

Gambar 3.2. Simulasi numerik kasus populasi prey > predator 

(bukti lampiran 4) 

 

3.2.2 Simulasi Nilai Predator lebih dari Prey 

Pada subbab ini, disimulasikan model predator-prey dengan predator 

migration dan waktu tunda untuk kasus populasi ketika banyaknya populasi 

predator lebih dari banyaknya populasi prey dengan menggunakan nilai parameter 

pada tabel 3.3 

Tabel 3. 3 Nilai parameter kasus populasi predator > prey 

𝑎 𝑑 𝑏 𝜏 𝑢(𝑡) 𝑣(𝑡) 

2 0 2 0.5 

0.6 0.8 

0.4 0.9 

Melalui nilai parameter tersebut, untuk menentukan nilai seberapa besar 

predator migration dapat di tentukan dari ketentuan Proposition (3.1) iii. yang 

dapat di jabarkan sebagai berikut: 

𝑚 ≤ −𝑑 −
1

𝑎
 

𝑚 ≤ 0 −
1

1
 



49 

 

𝑚 ≤ −1 

dengan demikian dapat diambil besar nilai 𝑚 = −2. Ketika nilai 𝑚 = −2 maka 

kesetimbangan yang di peroleh adalan titik kesetimbangan 𝐸0. Untuk 

kesetimbangan 𝐸0 dapat di jabarkan sebagai berikut: 

𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)) 

= (0,−(−2 + 0)) 

= (0,2). 

Pada Tabel 3.3 di jelaskan bahwa syarat kesetimbangan 𝐸0 stable ketika nilai 1 +

𝑎(𝑚 + 𝑑) < 0. Dalam hal ini untuk mengetahui maka dapat di jabarkan sebagai 

berikut: 

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑) < 0 

1 + 2(−2 + 0) < 0 

−3 < 0. 

Karena kondisi tersebut terpenuhi maka titik kesetimbangan 𝐸0 adalah stable. 

Ketika nilai 𝑚 = −2 artinya nilai kontribusi dari predator migration adalah sebesar 

−2, maka dikatakan peran manusia sebagai biological control adalah mengurangi 

besar populasi prey sebesar 2 satuan dan menambah jumlah dari populasi predator 

sebesar 2 satuan. Dengan demikian, hasil simulasi pada Gambar 3.3 sesuai dengan 

analisis. 
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Gambar 3.3. Simulasi numerik kasus populasi predator > prey 

(bukti lampiran 5) 

 

3.3 Model Predator-Prey dengan Predator Migration dalam Kajian Islam 

Dalam Al Quran Surat Al Baqarah/2, Allah Swt. berfirman : 

مَا دت للِْمَامئِكَةِ إِنِي جَاعِلٌ في الأرْضِ خَلِيفَةً قاَلتوا أَتََْعَلت فِيهَا مَنْ ياتفْسِ وَإِذْ قاَلَ رَبُّكَ    فِيهَا وَيَسْفِكت الديِ
  (31)وَنََْنت نتسَبيِحت بَِِمْدِكَ وَناتقَديِست لَكَ قاَلَ إِنِي أعَْلَمت مَا لا تاَعْلَمتونَ 

“ Ingatlah ketika Tuhanmu berfirman kepada Para Malaikat: “Sesungguhnya aku hendak 

menjadikan seorang khalifah di muka bumi.” mereka berkata: “Mengapa Engkau hendak 

menjadikan (khalifah) di bumi itu orang yang akan membuat kerusakan padanya dan 

menumpahkan darah, Padahal Kami Senantiasa bertasbih dengan memuji Engkau dan 

mensucikan Engkau?” Tuhan berfirman: “Sesungguhnya aku mengetahui apa yang tidak 

kamu ketahui.” (Qs. Al-Baqarah/2:30) 

Bumi sebagai tempat tinggal dan tempat hidup manusia dan makhluk Allah 

lainnya sudah dijadikan Allah dengan penuh rahmat-Nya. Sebagaimana yang telah 

dipaparkan di atas, maka manusia sebagai khalifah di bumi maka hendaknya 

menjaga agar kelestarian lingkungan tetap terjaga. Menjaga agar lingkungan tetap 
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baik maka peran manusia disini sangat penting sebagai kendali dari ekosistem 

mahluk hidup lain di alam.  

Mahluk hidup di alam juga dapat melakukan kendali yang tak terkontrol 

sehingga bisa jadi manusia melakukan pemanenan yang berlebihan. Sesuatu yang 

berlebih-berlebihan merupakan salah satu yang menyebabkan sesuatu yang tidak 

seimbang, sesuatu yang tidak seimbang disebabkan oleh perbuatan manusia sendiri. 

Sesungguhnya Allah Swt telah menciptakan sesuatu yang seimbang, adanya 

sesuatu yang tidak seimbang disebabkan adanya campur tangan manusia yang 

berlebihan dalam memanfaatkan ciptaan-Nya. Dalam firman-Nya pada surat al-

Mulk/67:3-4. 

Dalam tafsir Jalalain Jalaluddin Asy-syuyuti oleh Hidayah (2010:30) bahwa 

(yang telah menciptakan tujuh langit yang berlapis-lapis) yakni sebagian 

diantaranya berada di atas sebagian yang lain tanpa bersentuhan. Kamu tidak sekali-

kali melihat pada ciptaan Yang Maha Pemurah pada tujuh langit yang berlapis-lapis 

atau pada makhluk yang lain (sesuatu yang tidak seimbang) yang berbeda dan tidak 

seimbang (adakah yang kamu lihat) padanya (keretakan?) maksudnya retak dan 

berbelah-belah. (Kemudian pandanglah sekali lagi) ulangilah pengelihatanmu 

berkali-kali (niscaya akan berbalik) akan kembali (pengelihatanmu itu padamu 

dalam keadaan hina) karena tidak menemukan sesuatu yang cacat (dan 

penglihatanmu itupun dalam keadaan payah) yakni tidak melihat sama sekali 

adanya cacat. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian yang dilakukan pada model predator-prey dengan 

predator migration dan waktu tunda ini. kestabilan yang didapatkan untuk suatu 

model  dalam lingkungan perairan ini adalah 𝐸0 = (0,−(𝑚 + 𝑑)) stable ketika 1 +

𝑎(𝑚 + 𝑑) < 0 dan 𝐸∗ = (
1+𝑎(𝑚+𝑑)

𝑎(𝑏+𝑚𝑎)
,
1

𝑎
) asymptotically stable ketika (𝜆5 + 𝜆6) < 0 

dan (𝜆5𝜆6) < 0 dengan predator migration adalah kendali manusia dalam hal 

pemanenan yang menjadi kendalinya. 

Dari simulasi dan analisis yang dilakukan dari beberapa perubahan pada 

nilai-nilai awal kondisi populasi predator dan populasi prey di dapatkan untuk 

simulasi kasus populasi prey lebih banyak dari populasi predator yaitu 

kesetimbangan yang diperoleh adalah 𝐸∗ = (
7

24
,
1

4
) dengan kontrol manusia 𝑚 =

1, dan 𝐸∗ = (1,1) dengan kontrol manusia 𝑚 = 0. Untuk kasus kedua dimana nilai 

populasi predator lebih banyak dari populasi prey di dapatkan kesetimbangan 𝐸0 =

(0,2) . Dengan kata lain jika populasi prey lebih banyak dari populasi predator 

maka semakin besar campur tangan manusia yang diberikan. 

 

4.2 Saran 

 Pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan pada model predator-prey 

dengan predator migration dengan memberikan pemanenan berupa konstan pada 

kedua populasi biomasa predator dan biomasa prey atau salah satunya sehingga 

kestabilan yang diperoleh akan semakin jelas.
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1. Perubahan Persamaan Diferensial Tundaan 

Di uraikan turunannya sebagai berikut: 

𝜕�̇�(𝑡)

𝜕𝑢
= 0 

𝜕�̇�(𝑡)

𝜕𝑣
= − 

1 + 𝑎(𝑚 + 𝑑)

𝑎(𝑏 + 𝑚𝑎)
  

untuk penurunan 
𝜕�̇�(𝑡)

𝜕𝑢
 , di misalkan 𝑢(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡 maka persamaan (3.6) menjadi: 

�̇�(𝑡) = 𝑚𝑒𝜆𝑡 +
𝑏

𝑎
𝑒𝜆(𝑡−𝜏) − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
𝑣(𝑡) 

= 𝑚𝑒𝜆𝑡 +
𝑏

𝑎
𝑒𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
𝑣(𝑡) 

= 𝑒𝜆𝑡  (m +
b

a
𝑒−𝜆𝑡 ) − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
𝑣(𝑡) 

Kemudian sebelum kita turunkan dikembalikan kebentuk sebelumnya, maka: 

�̇�(𝑡) = 𝑢(𝑡) (m +
b

a
𝑒−𝜆𝑡 ) − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
𝑣(𝑡) 

Kemudian kita turunkan, maka: 

𝜕�̇�(𝑡)

𝜕𝑢
= m +

b

a
𝑒−𝜆𝑡 

𝜕�̇�(𝑡)

𝜕𝑣
= − 

𝑎2𝑚2 + 2𝑚𝑎 + 𝑏 + 𝑑𝑚𝑎2

𝑎(𝑎𝑚 + 𝑏)
 

 

  



 

 

Lampiran 2. Perubahan Bentuk Persamaan Ketika 𝜏 ≠ 0 

𝜆2 + 𝑃𝜆 + 𝑄 + 𝑅𝑒−𝜆𝜏 = 0. 

akan dirubah ke dalam bentuk lain dimana  dimisalkan 𝑧 = 𝜆𝜏, maka 

persamaan tesebut menjadi: 

(
𝑧

𝜏
)
2

+ 𝑃
𝑧

𝜏
+ 𝑄 + 𝑅𝑒−𝑧 = 0 

𝑧2

𝜏2
+ 𝑃

𝑧

𝜏
+ 𝑄 + 𝑅𝑒−𝑧 = 0 

𝑧2 + 𝜏𝑃𝑧 + 𝑄 + 𝜏2𝑅
1

𝑒𝑧
 = 0 

(𝑧2 + 𝜏𝑃𝑧 + 𝑄)𝑒𝑧 + 𝜏2𝑅 = 0 

  



 

 

Lampiran 3. Program Matlab untuk Gambar (3.1) 

function v=exam1f(t,y,Z) 
ylag1=Z(:,1); 
v=zeros(2,1); 
m=1/4; 

  
v(1)=y(1)*(1-4*y(2)); 
v(2)=y(2)*(-0.5+2*ylag1(1)-y(2))+m*(y(1)-y(2)); 

 

sol=dde23('exam1f',[0.5],[0.3;0.5],[0,2000]) 
sol1=dde23('exam1f',[0.5],[0.6;0.8],[0,2000]) 
plot(sol.y(1,:),sol.y(2,:),sol1.y(1,:),sol1.y(2,:)) 
xlabel('u(t)');ylabel('v(t)'); 
grid on 
%xlim([-1 0.7]) 
%ylim([-1 0.9]) 

 

  



 

 

Lampiran 4. Program Matlab untuk Gambar (3.2) 

Gambar (i) 

function v=exam1f(t,y,Z) 
ylag1=Z(:,1); 
v=zeros(2,1); 
m=1; 

  
v(1)=y(1)*(1-4*y(2)); 
v(2)=y(2)*(-0.5+2*ylag1(1)-y(2))+m*(y(1)-y(2)); 

 

sol=dde23('exam1f',[0.5],[0.8;0.5],[0,2000]) 
sol1=dde23('exam1f',[0.5],[0.6;0.3],[0,2000]) 
plot(sol.y(1,:),sol.y(2,:),sol1.y(1,:),sol1.y(2,:)) 
xlabel('u(t)');ylabel('v(t)'); 
grid on 
%xlim([-1 0.7]) 
%ylim([-1 0.9]) 

 

Gambar (ii) 

function v=exam1f(t,y,Z) 
ylag1=Z(:,1); 
v=zeros(2,1); 
m=0; 

  
v(1)=y(1)*(1-1*y(2)); 
v(2)=y(2)*(-1+2*ylag1(1)-y(2))+m*(y(1)-y(2)); 

 

sol=dde23('exam1f',[0.5],[0.8;0.5],[0,2000]) 
sol1=dde23('exam1f',[0.5],[0.6;0.3],[0,2000]) 
plot(sol.y(1,:),sol.y(2,:),sol1.y(1,:),sol1.y(2,:)) 
xlabel('u(t)');ylabel('v(t)'); 
grid on 
%xlim([-1 0.7]) 
%ylim([-1 0.9]) 

 

 

  



 

 

Lampiran 5. Program Matlab untuk Gambar (3.3) 

 
function v=exam1f(t,y,Z) 
ylag1=Z(:,1); 
v=zeros(2,1); 
m=-2; 

  
v(1)=y(1)*(1-2*y(2)); 
v(2)=y(2)*(0+2*ylag1(1)-y(2))+m*(y(1)-y(2)); 

 

sol=dde23('exam1f',[0.5],[0.6;0.8],[0,2000]) 
sol1=dde23('exam1f',[0.5],[0.4;0.9],[0,2000]) 
plot(sol.y(1,:),sol.y(2,:),sol1.y(1,:),sol1.y(2,:)) 
xlabel('u(t)');ylabel('v(t)'); 
grid on 
%xlim([-1 0.7]) 
%ylim([-1 0.9]) 
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