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ABSTRAK

Kanisa, Vivi Alifia. 2017. Graf Koset dari Subgrup Normal di Grup Simetri.
Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I)Dr. H. Imam
Sujarwo, M.Pd. (11) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd.

Kata Kunci: Grup Simetri, Subgrup Normal, Koset,Graf Koset

Salah satu bahasan tentang keterkaitan antara teori graf dan struktur aljabar
adalah graf koset. Misal G adalah suatu grup, H adalah suatu subgrup dari G, dan S
adalah suatu subhimpunan dari G. Graf koset dari G terhadap H dan S merupakan
graf berarah dengan himpunan titik [G: H] untuk setiap Hx, Hy € V, Hx terhubung
ke Hy jika dan hanya jika yx '€ HSH, dan dinotasikan
denganl'(G, H, HSH).Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan pola komponen
graf koset dari subgrup normal di grup simetri. Adapun metode penelitian yang
digunakan adalah metode kepustakaan dengan langkah awal menentukan koset di
grup simetri, menentukan subgrup normal, menggambarkan grafnya, membuat
teorema tentang pola komponen graf koset tersebutserta membuktikannya.

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukanpada graf koset dari subgrup
normal di grup simetri-n, dapat disimpulkan bahwa graf koset dari subgrup normal
yang tak sejati dengan subhimpunan yang memiliki panjang sikel-n membentuk
digraf nol dengan satu titik (N;). Untuk graf koset dari subgrup normal yang trivial
dengan subhimpunan yang memiliki panjang sikel-n akan membentuk graf dengan
komponen sebanyak (n — 1)! berbentukcC,.

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat menentukan graf koset dari
subgrup normal di grup simetri-n dengan subhimpunan tunggal selain unsur yang
memiliki panjang sikel-n atau subhimpunan yang tidak tunggal.
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ABSTRACT

Kanisa, Vivi Alifia. 2017. Coset Graph of Normal Subgroup in Symmetry
Group. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, State Islamic University Maulana Malik lbrahim Malang.
Advisors: (I) Dr. H. Imam Sujarwo, M.Pd. (1) H. Wahyu H. Irawan, M.Pd.

Keywords: Symmetry Group, Normal Subgroup, Coset, Coset Graph

One of the discussion about the relation of graph theory and algebraic
structure is coset graph. Let G be a group, H a subgroup of G, and S a subset of G.
Coset graph from G respect to H and S is the directed graph with vertex set [G: H]
and such that, for any H,, H, € V, H, is connected to H,, if and only if yx* € HSH.
And denote by I'(G, H, HSH). The purpose of the reseach is to determine the model
of the component of coset graph of normal subgroup in symmetry group.This
research used library research method, the stepsare determine the coset in symmetry
group, determine the normal subgroup, draw the coset graph, make the theorem
about model of the component of coset graph, and then prove that theorem.

Based on the research that has been done in coset graph of normal subgroup
in n-symmetry group, coset graph ofnon proper normal subgroup with subset which
has n cycle make empty digraphwith one vetex(N,). For coset graph of trivial normal
subgrup with subset which has n-cycle will make a graph which(n —
1)!componentswhich has a formc,,.

For the further research, theauthor suggests to research about determining
coset graph of normal subgroup of n-symmetry group with unique subset except the
element that has n-cycle or non unique subset.

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran merupakan petunjuk untuk menunjukkan kebenaran dan dasar
dari sumber pengetahuan bagi umat manusia. Sebagaimana yang telah dijelaskan
oleh Anonim (2005:xi) bahwa al-Quran merupakan wahyu Allah yang dijadikan
sebagai sumber dan rujukan utama ilmu pengetahuan di semesta raya. llmu
pengetahuan dapat berjalan seimbang jika didasari dengan al-Quran. Hal tersebut
sesuai dengan yang telah dikatakan oleh Albert Einstein yaitu, “science without
religion is blind, and religion without science is lame” (ilmu tanpa agama adalah
buta, dan agama tanpa ilmu adalah lumpuh). llmu disini bermakna semua cabang
pengetahuan tanpa mengecualikan salah satu diantaranya, termasuk ilmu-ilmu
pengetahuan modern. Salah satu ilmu pengetahuan modern adalah matematika.
Hal tersebut sesuai dengan firman Allah Swt pada surat al-Qamar ayat 49 yang
berbunyi:

@ > .78 /9../!./ - e
b‘ & 1 | 7N
5‘.}{26& -/) ;
r

“Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.

Ayat tersebut menjelaskan bahwa alam semesta serta segala isinya
diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan dan dengan rumus-rumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79-80). Hal tersebut sesuai dengan

konsep matematika.
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Matematika adalah salah satu ilmu pasti yang mengkaji abstraksi ruang,
waktu, dan angka. Matematika juga mendeskripsikan realitas alam semesta dalam
bahasa lambang, sehingga suatu permasalahan dalam realitas alam akan lebih
mudah dipahami (Aziz dan Abdussakir, 2006:v). Saat ini cabang matematika
semakin banyak dan berkembang seiring dengan bertambahnya waktu, salah
satunya adalah pengaplikasian teori graf dalam struktur aljabar.

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang sebenarnya
sudah ada sejak dulu, dimulai oleh Euler yag dikembangkan sejak tahun 1960.
Teori graf merupakan kajian dari matematika yang mempelajari tentang himpunan
titik dan himpunan sisi. Seperti yang telah disebutkan oleh Abdussakir, dkk
(2009:4), bahwa Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan tidak kosong dari objek-objek yang disebuttitik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda
di V(G) yang disebut sisi.Selanjutnya kajian mengenai graf terus dikembangkan
melalui riset-riset yang ada kemudian memunculkan suatu penelitian baru. Pada
penelitian ini, penulis akan mengkajisuatu graf yang dibentuk dari koset-koset
suatu grup atas subgrup-subgrup normal.

Koset merupakan hasil operasi antara seluruh elemen pada subgrup
dengan seluruh elemen pada grup. Misal H adalah subgrup dari grup G yang
operasinya dinotasikan dengan perkalian dan misal a adalah sebarang elemen di
G. Himpunan Ha = {ha:h € H} dan aH = {ah: h € H} berturut-turut disebut
koset kanan dan koset Kiri dari H di Gyang dibangkitkan oleh a (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980:181). Salah satu pengaplikasian koset adalah dengan dibuat graf

koset dari subgrub-subgrupnya, yangsetiap titik pada graf merupakan koset dari
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suatu subgrup H di G dan untuk dua buah koset Hx dan Hy akan terhubung oleh
sisi berarah dari Hx ke Hy jika dan hanya jika yx~! € HSH denganS adalah suatu
subhimpunan dari G (Schneider, 2001:25).

Di dalam al-Quran juga terdapat kajian tentang keterhubungan graf koset,

seperti dalam firman Allah pada Surat al-1sra ayat 7 yang berbunyi:

,,;,ﬂ

\;mm!u /’*Lw\L@J.ebLe t,.:_c)ofw,;_;...:r
NGB Nt P PR A Fyreal WA P o
3

“Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik bagi dirimu sendiri dan jika

kamu berbuat jahat, maka (kejahatan) itu bagi dirimu sendiri, dan apabila datang
saat hukuman bagi (kejahatan) yang kedua, (Kami datangkan orang-orang lain)
untuk menyuramkan muka-muka kamu dan mereka masuk ke dalam mesjid,
sebagaimana musuh-musuhmu memasukinya pada kali pertama dan untuk
membinasakan sehabis-habisnya apa saja yang mereka kuasai

- 2
Dt il

Ayat tersebut menjelaskan tentang keterhubungan antar sesama makhluk
(hablumminannas). Seseorang apabila berbuat suatu kebaikan kepada orang lain
apapun bentuknya baik harta, tenaga, maupun ilmu, maka mereka sama saja
dengan menghargai atau berbuat baik bagi dirinya sendiri, begitu pula sebaliknya.
Karena sesungguhnya perbuatan baik atau buruknya seseorang itu merupakan
suatu perwujudan bagaimana seseorang itu dapat menghargai dirinya sendiri. Hal
tersebut sesuai dengan keterhubungan suatu graf akibat adanya suatu perlakuan
pada grup yang terdapat dalam struktur aljabar.

Struktur aljabar juga merupakan salah satu cabang matematika yang mempelajari
tentang himpunan tak kosong dengan dilengkapi satu atau lebih operasi biner

yang berlaku pada himpunan tersebut. Materi dasar dalam struktur aljabar adalah
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grup. Grup (G,*) merupakan suatu himpunan tak kosong G dengan operasi biner *
yang memenuhi tiga aksioma yaitu, operasi * bersifat assosiatif di G, G
mempunyai unsur identitas terhadap operasi *, dan setiap unsur di G mempunyai
invers terhadap operasi *(Dummit dan Foote, 2004:17).

Salah satu grup yang terdapat pada sruktur aljabar adalah grup simetri.
Grup simetri adalah himpunan semua fungsi bijektif dari suatu himpunan ke
dirinya sendiri yang dituliskan dalam bentuk simetri dengan operasi komposisi
yang memenuhi 4 aksioma grup.

Penelitian sebelumnya oleh Ahmad Muhammad Muftirridha (2016) telah
diuraikan tentang pola banyaknya faktor yang dapat dibentuk dari suatu graf koset
Schreier dari subgrup sejati di grup dihedral-2n. Selain itu, pada penelitian oleh
Irnawati (2016) telah diuraikan tentang karakteristik graf konjugasi dari subgrup
di grup simetri. Dari uraian tersebut peneliti akan mengembangkan graf koset
yang diterapkan ke dalam struktur aljabar, yaitu graf koset dari subgrup-subgrup
normal pada grup simetri. Sehingga berdasarkan uraian tersebut, penulis

merumuskan judul “Graf Koset dari Subgrup Normal di Grup Simetri”.

1.2 RumusanMasalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan pada bagian sebelumnya,
maka rumusan masalah penelitian ini yaitu “Bagaimana polakomponen graf koset

dari subgrup normal di grup simetri?”.



1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah yang telah dipaparkan, maka tujuan
penelitian ini adalah untuk mengetahui pola komponen graf koset dari subgrup

normal di grup simetri”.

1.4 Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian, maka manfaat dari penelitian ini adalah
dapat memperbanyak informasi mengenai teori graf tentang graf koset dari
subgrup normal di grup simetri yang nantinya juga dapat dijadikan sebagai bahan

rujukan untuk penelitian selanjutnya.

1.6 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini penulis menggunakan pendekatan penelitian
kualitatif, dengan metode penelitian kepustakaan (library research) yaitu
menggunakan literatur, baik berupa buku, catatan, maupun laporan hasil
penelitian dari peneliti terdahulu (Hasan, 2002:11).Data yang digunakan oleh
penulis berupa data primer dan data sekunder. Data primer pada penelitian ini
didapatkan dari hasil pengamatan penulis berupa unsur-unsur dari subgrup pada
grup simetri-3 sampai dengan grup simetri-5. Sedangkan data sekunder yang
digunakan oleh penulis berupa definisi, teorema dan sifat-sifat yang berkaitan
dengan pengambilan kesimpulan pada penelitian ini. Langkah-langkah yang
dilakukan oleh penulis untuk menentukan graf koset dari subgrup-subgrup

normalpada grup simetri adalah sebagai berikut:



1. Menentukan unsur-unsur di grup simetri-3, simetri-4 dan simetri-5.

2. Menentukan subgrup di grup simetri-3, simetri-4 dan simetri-5.

3. Menentukan subgrupnormal di grup simetri-3, simetri-4 dan simetri-5.

4. Menggambarkan graf koset dari subgrup normal di grup simetri-3,
simetri-4 dan simetri-5.

5. Menentukan pola komponen graf koset dari subgrup normal di grup
simetri-3, simetri-4 dan simetri-5.

6. Membuat teorema tentang polakomponen graf koset dari subgrup normal di
grup simetri-3, simetri-4 dan simetri-5.

7. Membuktikan teorema.

8. Membuat kesimpulan tentang pola komponengraf koset dari subgrup normal

di grup simetri.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan ini dimaksudkan untuk mempermudah pemahaman
inti dari penelitian ini yang dibagi menjadi empat bab antara lain:
Bab I Pendahuluan
Pada bab ini penulis menjelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan penelitian ini.
Bab 11 Kajian Pustaka
Pada bab ini penulis menjelaskan teori yang mendasari penulisan skripsi ini.
Dasar teori yang digunakan meliputi definisi, teorema, sifat-sifat serta contoh

yang berhubungan dengan graf, graf berarah, graf nol, derajat titik pada graf
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berarah, koset, graf koset, grup, grup simetri, subgrup, subgrup normal, dan
kajian agama.

Bab 111 Pembahasan
Pada bab ini menguraikan tentang langkah-langkah penentuan subgrup
normal, menggambarkan graf kosetmembuat teorematentang pola
komponengraf koset dari subgrup normal di grup simetri dan
membuktikannya.

Bab IV Penutup
Pada bab ini menjelaskan tentang kesimpulan dari penelitian yang telah

dilakukan dan saran yang dapat dijadikan acuan bagi peneliti selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf
2.1.1 Definisi Graf

Graf Gadalah pasangan (V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dari objek-objek yang disebuttitik, dan E(G) adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik yang berbeda di V(G)
yang disebut sisi.Banyaknya unsur diV (G) disebut order dariG dan dilambangkan
dengan p(G), dan banyaknya unsur di G disebut ukuran dari G dan dilambangkan
dengang(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G maka order dan ukuran dari
G masing-masing cukup ditulis p dan g(Abdussakir, dkk: 2009:4).

Contoh graf:

v, e, vy

Gambar 2.1 Graf G dengan Order 3 dan Size 3

Pada Gambar 2.1 graf G dapat dinyatakan G(V(G),E(G)) dengan V(G) =
{vi,vy,v3} dan E(G) = {(vq,v3), (v1,v3), (v, v5)}, dapat pula dituliskan
E(G) = {eq,e5,e3} dengan e; = (v, v,),e5 = (V5,v3), e3 = (vy,v3). Graf G
mempunyai 3 titik, maka order dari graf G adalah 3 dan mempunyai 3 sisi

sehingga size graf G adalah 3.



2.1.2 Definisi Graf Berarah

Graf berarah D adalah suatu himpunan berhingga tak kosong dari objek-
objek yang disebut titik bersama dengan suatu himpunan (mungkin kosong)
pasangan berurutan dari titik-titik yang berbeda di D disebut busur atau sisi
berarah. Seperti graf, himpunan titik di Ddinotasikan dengan V(D) dan himpunan
busur (atau himpunan sisi berarah) di Ddinotasikan dengan E (D) (Chartrand, dkk,
2016:47).

Contoh:

u 1

W x

Gambar 2.2 Graf Berarah D

Pada Gambar 2.2 suatu digrafD dengan himpunan titik V = {u,v,w,x} dan
himpunan busurE = {(u, v), (v,u), (u,w), (x,v)}.
2.1.3 Definisi Graf Nol

Graf nol atau graf kosong adalah graf yang tidak memiliki sisi. Graf nol
dengan n titik dilambangkan dengan N,, (Budayasa, 2007:3).

Contoh:

Gambar 2.3 Graf Nol dengan 4 titik

Pada Gambar 2.3 graf N, merupakan graf nol yang memiliki 4 titik.
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2.1.4 Derajat Titik pada Graf Berarah

Misalkan Dgraf berarah dan v € V(D). Derajat keluar titik v,
dilambangkan od(v), adalah banyaknya busur pada graf berarah D yang keluar
dari titik v. Sedangkan derajat masuk titik v, dilambangkan id(v), adalah
banyaknya busur D yang menuju ke titik v(Budayasa, 2007:216).
Contoh:
Dari graf berarah D pada gambar 2.2 diperoleh id(u) = 1, id(v) = 2, id(w) = 1,

id(x) =0,0d(u) =2,0d(v) =1,0d(w) =0, od(x) = 1.

2.2 Grup
2.2.1 Definisi Operasi Biner
Definisi operasi biner adalah sebagai berikut:
a. Suatu operasi biner * pada himpunan G merupakan suatu fungsi
*:G X G - G.Va,b € G yang dituliskan dengan a * b untuk * (a, b).
b. Suatu operasi biner * pada himpunan G merupakan assosiatif jika untuk semua
a,b,c € G maka berlaku a x (b xc) = (a x b) * c.
c. Jika *merupakan operasi biner pada himpunan G maka unsur-unsura dan b
dari G komutatif jika a * b = b * a(Dummit dan Foote, 2004:16).
2.2.2 Definisi Grup
Suatu grup adaiah pasangan berurutan (G,*) yangGmerupakan himpunan
tak kosong dan *merupakan operasi biner di G yang memenuhi aksioma-aksioma
berikut:
a. (axb)*xc=ax(bx*c), untuk semua a,b,c €G, operasi * bersifat

assosiatif di G.
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b. Terdapat unsure di G yang disebut sebagaiunsur identitas dari G sedemikian
sehingga untuk semuaa € G maka berlaku a+*e =ex*a=a (terdapat
identitas e dari G terhadap operasi *).

c. Untuk setiap a € G, terdapat suatu unsura™?! di G yang disebut invers dari a
sedemikian sehingga axa !=a"lxa =e (terdapat invers dalam G
terhadap operasi *).

Grup (G,*) disebut abelian atau komutatif jika a * b = b * a,Va,b € G (Dummit

dan Foote, 2004:17).

Contoh:

Misal Z adalah himpunan bilangan bulat. Z terhadap operasi biner +

(penjumlahan) adalah grup karena memenuhi aksioma grup, yaitu:

1. Untuk setiap a,b,c€Z maka a+ (b+c)=(a+b)+c. Sehingga Z
dengan operasi + (penjumlahan) memenuhi sifat assosiatif.

2. Terdapat unsur identitas yaitu 0 € Z sedemikian sehingga a+0 =0+a =
a, untuk setiap a € Z.

3. Untuk setiap a € Z terdapat (-a) € Z sedemikian sehingga a + (—a) =
(—a)+a=0.

Unsur (—a) adalah invers dari a.
2.2.3 Subgrup
Misal G adalah grup adalah yang memenuhi operasi biner . Suatu
subhimpunan H dai G disebut subgrup dari G jika H membentuk grup yang

memenuhi operasi biner x yang terdefinisi di G(Gilbert dan Gilbert, 2009:152).
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Setiap grup pasti memiliki dua subgrup, yaitu himpunan G sendiri dan
himpunan yang hanya memuat unsur identitas {e}, yang dinamakan subgrup
trivial. Sedangkan subgrup lain disebut subgrup sejati (Hungerford, 2012:203).
Contoh:
Diberikan {M,, +} adalah grup, denganM, adalah himpunan modulo-6 dan +
merupakan operasi penjumlahan pada modulo.
Unsur yang terdapat di M, adalah {0,1, 2, 3,4, 5}.
Misal S; = {0, 3}, karena setiap unsur di S; juga merupakan unsur di M, atau

x €S; maka x € My, sehinggaS; € Mg. Selanjutnya setiap unsur di S

dioperasikan dengan unsur lainnya yang disajikan dalam bentuk tabel berikut.

Tabel 2.1 Tabel Cayley dariS,

+ 0 3
0 0 3
3 3 0

Tabel 2.1 menunjukkan bahwa S; bersifat tertutup terhadap operasi + atau
operasi + merupakan operasi biner pada S;.
a. Operasi + pada modulo bersifat assosiatif di S;
Karena {M,, +} adalah grup, maka operasi + bersifat assosiatif M, sehingga
S1 juga bersifat assosiatif.
b. Terdapat unsur identitas di S;
0 merupakan identitas di S; karena0 +3 =3+0=3

c. Setiap unsur di S; memiliki invers

I
ol

Invers dari 3 adalah dirinya sendiri, karena 3 + 3

I
ol

Invers dari 0 adalah dirinya sendiri, karena 0 + 0
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Berdasarkan uraian di atas, dapat diketahui bahwa S; € My dan S; memenuhi

semua aksioma grup, sehingga S; adalah subgrup dari M.

2.3 Koset

Misal H adalah subgrup dari grup G dimana operasinya dinotasikan
dengan perkalian dan misal a adalah sebarang elemen di G. Himpunan Ha =
{ha:h € H} dan aH = {ah: h € H} berturut-turut disebut koset kanan dan koset
kiri dari H di G dibangkitkan oleh a (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:181).
Contoh:
Misal G = {1, —1, i, —i} adalah grup terhadap perkalian.
Misal H = {—1,1} adalah subhimpunan dari G. Maka jelas bahwa H adalah
subgrup dari G. Jadi koset kanan dari H di G adalah H dan {i, —i}, begitu pula

koset kirinya sama dengan koset kanan.

2.4 Subgrup Normal

Diketahui H suatu subgrup dari G. Maka H disebut suatu subgrup normal
atau invarian dari G jika xH = Hx untuk setiap x € G (Gilbert dan Gilbert,
2009:223).
Contoh:
MisalkanS; adalah grup dan H = {(1),(123),(13 2)} adalah suatu subgrup
dari S5, maka koset kanan dari H di S; adalah

H(1)=H(123)=H132)={(1),(123),(132)}=H
H(12)=H(13)=H(23)={(12),(13),(23)}

Sedangkan koset Kiri dari H di S; adalah
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(DH=123)H=(132H={(1),(123),(132)}=H
(12) H=(13)H=(23)H={(12),(13),(23)}

Karena xH = Hx, sehingga H adalah suatu subgrup normal dari Ss.

2.5Graf Koset

Misal G adalah suatu grup, H adalah suatu subgrup dari G, dan S adalah
suatu subhimpunan dari G. Graf koset dari G terhadap H dan S merupakan graf
berarah dengan himpunan titik [G: H] untuk setiap Hx, Hy € V', Hx terhubung ke
Hy jika dan hanya jika yx~! € HSH, dan dinotasikan denganl'(G,H, HSH)
(Schneider, 2001:25).
Contoh:

S, adalah suatu grup. Misal H = {(1)} dan S = {(1 3)} maka
HSH = {{(D}* {(1 3} {(D}
= {{@3)} - {(L}
={(13)}

Graf koset dari S5 terhadap H dan S adalah sebagai berikut:

[(Py, H,HSH) :
et
HL‘“J< )ch(lij
L A
e
ch¢1333< _>ch.:13',
—— -

———

ch{-la_gju Hie(23)

Gambar 2.4 Graf Koset

2.5 Grup Simetri
Misal Q adalah sebarang himpunan tak kosong dan misal S, adalah

himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif dari Q ke dirinya sendiri
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(atau himpunan yang memuat semua simetri dari Q). Himpunan Sg merupakan
suatu grup dengan operasi komposisi “o ”. Operasi komposisi “o ” merupakan
suatu operasi biner pada Sq karena jika o:Q — Q dan 7: Q - Q adalah fungsi-
fungsi bijektif, maka o o 7 juga merupakan suatu fungsi bijektif dari Q ke Q.
Selanjutnya operasi “o ” adalah komposisi fungsi yang bersifat assosiatif.
Identitas dari So merupakan simetri 1 yang didefinisikan dengan 1(a) = a,Va €
Q. Untuk setiap simetrio: Q — Q terdapat fungsi invers o7 1:Q — Q yang
memenuhi 6o =071 o g = 1. Semua aksioma grup terpenuhi untuk(Sq,e).
Grup (Sq,0) disebut sebagai grup simetri pada himpunan Q.Unsur-unsur dari Sq
adalah simetri-simetri dari Q. Pada kasus yang lebih khusus ketika Q =
{1,2,3,...,n}, grup simetri pada Q dinotasikan S,,, grup simetri berderajat n.
Order dari S,, adalah n! (Dummit dan Foote, 2004:29-30).
Contoh:
Misal diberikan himpunan tak kosong G, denganG = {1, 2, 3}. Apabila G dikenai
fungsi bijektif dari G ke G, maka dapat dituliskan fungsi bijektif tersebut dalam

bentuk sikel berikut:

1 2 3) 2 3)
(123D (1 3)
ey 1 2)

MisalS; = {(1 2 3),(1 3 2),(1),(2 3),(1 3),(1 2)}. Apabila dikenai
operasi komposisi “o” pada S5, maka struktur (S;,o)membentuk grup simetri-3

yang dapat dilihat padaTabel Cayley seperti yang dipaparkan pada Tabel 2.2.



Tabel 2.2 Komposisi dari S5
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0 123 ] 132 1) 23 [ 13 (12)
123 ] (132 (1) 123 ] a2 | @23 (13)
(13 2) 1) 123 @32 @3 | a2 (2 3)

(1) (123) | (132 1) (2 3) (13) (12)
(2 3) (1 3) 12 2 3) 1 (@23 132
(1 3) 12) (2 3) a3 [a32| @ (123)
(12) 2 3) (1 3) 12 |123)][@32 (1)

2.6 Teorema Lagrange

Jika G adalah suatu grup hingga dan H adalah suatu grup dari G, maka

order dari H membagi order dari G(|H|||G|) dan banyak koset kiri dari H di G
sama dengan %(Dummit dan Foote, 2004:89-90).

Bukti:
Diketahui |[H| = n dan banyak koset kiri dari H di G sama dengan k. Himpunan
koset dari kiri H di G partisi G. Oleh definisi suatu koset Kiri, pemetaan:

H — gH didefinisikan oleh h +— gh
adalah suatu surjeksi dari H ke koset kiri gH. Kanselasi kiri mengakibatkan
pemetaan tersebut injektif karena gh, = gh, maka h; = h,. Hal ini membuktikan
bahwa H dan gH memiliki order yang sama:

lgH| = |H| = n.

Karena G dipartisi kedalam k subhimpunan tak beririsan setiap partisinya
sebanyak n, |G| = kn. Maka k = % = % terbukti.
2.7 Kajian Agama

Akhlak dalam ajaran Islam mencakup beberapa aspek, dimulai akhlak

terhadap Allah, hingga kepada sesama makhluk. Ajaran Islam mencakup dua buah
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prinsip yang sangat penting yaitu hubungan dengan Allah (hablumminallah) dan
hubungan dengan sesama manusia
(hablumminannas).Hablumminallahdanhablumminannas adalah dua aspek yang
tidak dapat dipisahkan. Kedua aspek tersebut sangat penting dan harus berjalan
seimbang.Hal tersebut sesuai dengan firman Allah dalam surat al-Imran ayat 112

yang berbunyi:

v @

wﬂm.i&dv\“d‘u‘ : Yl/h}"';'uffw J""JU;LJ’“CJTJ:UB?M;/

w Q= A

uwﬂ\wﬁjmw‘_ﬂ Jv_é_:blygujjm < f& &

}/7/

f:a5) uyquj Sl sasl S B0 a5k
“Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika mereka
berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia, dan
mereka kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan mereka diliputi kerendahan.
Yang demikian itu karena mereka kafir kepada ayat-ayat Allah dan membunuh
Para Nabi tanpa alasan yang benar. Yang demikian itu disebabkan mereka
durhaka dan melampaui batas .

Hablumminallah ialah hubungan kepada Allah Swt dengan melakukan
amalan-amalan ibadah seperti berdzikir kepada Allah Swt, yaitu mengingat Allah
Swt dalam berbagai situasi dan kondisi, baik diucapkan dengan mulut maupun
dengan hati; dan berdoa kepada Allah Swt, yaitu memohon apa saja kepada Allah
Swit.

Untuk memelihara hubungan dengan Allah Swt tersebut, dapat dilakukan
hal-hal berikut: (1) beriman kepada Allah Swt menurut cara-cara yang diajarkan-
Nya melalui wahyu yang diturunkan sebagai petunjuk dan pedoman hidup
manusia; (2) beribadah kepada-Nya dengan jalan melaksanakan shalat lima

waktu, menunaikan zakat, berpuasa, dan melaksanakan ibadah haji; (3)
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mensyukuri nikmat Allah Swt; (4) bersabar menerima cobaan dari Allah Swt; dan
(5) memohon ampunan atas segala dosa dan bertaubat (Ali, 2006:368).

Selain hubungan kepada Allah Swt, terdapat pula hubungan kepada
sesama manusia (habumminannas). Hablumminannas ialah hubungan kepada
sesama manusiadengan mengembangkan cara dan gaya hidup yang selaras dengan
nilai dan norma yang disepakati bersama dalam masyarakat dan negara yang
sesuai dengan nilai dan aturan agama. Aturan yang berasal dari Allah Swt bersifat
wajib sehingga tidak ada alasan apapun bagi seseorang untuk melanggar perintah-
Nya. Selain aturan dari Allah Swt, seseorang juga harus mentaati peraturan yang
ada di kehidupan bermasyarakat. Hidup bermasyarakat merupakan hal yang tidak
dapat dihindarkan sebagaimana sudah diketahui bahwa seorang muslim tidak
mungkin hidup sendiri dan menjauh dari jamaah. Dalam hal shalat pun, Allah Swt
menyuruh kita untuk melaksanakannya secara berjamaah bukan sendiri-sendiri.
Hubungan sesama manusia dalam Islam adalah hubungan sebagai saudara

sebagaimana firman Allah Swt surat al-Hujurat ayat 10, yaitu:

P 5 879 o 2 g > E.//’/”},/'/i,a ffﬁa//é,a’; f/// }/,:‘; .
“Orang-orang beriman itu Sesungguhnya bersaudara. Sebab itu damaikanlah

(perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah terhadap Allah,
supaya kamu mendapat rahmat”.

Nilai-nilai akhlak terhadap sesama manusia yang patut dipertimbangkan,
antara lain:
1. Silaturahim, yaitu pertalian rasa cinta kasih antara sesama manusia.
2. Persaudaraan (ukhuwah), yaitu semangat persaudaraan, lebih-lebih antara

sesama kaum beriman.
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Persamaan (al-musawah), yaitu pandangan bahwa semua manusia sama
harkat dan martabatnya.
Adil, yaitu wawasan yang seimbang dalam memandang, menilai atau
menyikapi sesuatu atau seseorang.
Baik sangka (husnuzh-zhan), yaitu sikap penuh baik sangka kepada sesama
manusia.
Rendah hati (tawadhu’), yaitu sikap yang tumbuh karena keinsafan bahwa
segala kemuliaan hanya milik Allah.
Lapang dada (insyiraf), yaitu sikap penuh kesediaan menghargai pendapat
dan pandangan orang lain.
Perwira (‘iffah atau ta’affuf), yaitu sikap penuh harga diri namun tidak
sombong.
Hemat (gawamiah), yaitu sikap tidka boros dan tidak pula kikir dalam
menggunakan harta.
Dermawan (al-munfiqun), yaitu sikap untuk menolong sesama manusia

(Alim, 2006:155-157).



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Pola Komponen Graf Koset pada Subgrup Normal di Grup Simetri-n

Pada pembahasan ini, penulis akan menguraikan unsur-unsur yang
terdapat pada grup simetri-n beserta subgrup normalnya. Selanjutnya menentukan

koset dari subgrup normal di grup simetri-n. Setelah itu, menggambar graf koset

dan menentukan pola komponennya.

3.1.1 Subgrupdi Grup Simetri-n

3.1.1.1 Subgrup di Grup Simetri-3

Diberikan suatu himpunan tak kosong G, dengan G = {1,2,3}. Jika

ditentukan fungsi bijektif dari G ke G, maka semua fungsi-fungsi bijektif tersebut

dapat dituliskan dalam diagram panah sebagai berikut:

f3

v 1

he 2

G G G G G
) fl e A e N\ f2 s N\ N
1e »e ] 1 e /‘1

2 b ) ZO\Z"Z

3e pe 3 3/ he 3 3 o
\ J \_ J . J \_ J J
G G G G G
(T L (e e )
1le »e | 1\ /01 1 &
2-\><,v'2 2 ><== 2]
3 o] e 3 3¢ 4, 5 .
— . J . J . J J

>e 3

~——

Gambar 3.1 Diagram Panah dari Fungsi Bijektif dari G = {1, 2, 3}ke Dirinya Sendiri
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Berdasarkan fungsi-fungsi bijektif pada Gambar 3.1 maka didapatkan
unsur-unsur grup simetri-3 adalah sebagai berikut:
(1),(123),(132),(23),(13),(12)
Dari unsur-unsur grup simetri-3 tersebut didapatkan subgrup-subgrupnya
sebagai berikut:
Hy ={(1)}
H, ={(1),(1 2 3),(1 3 2)}.
H; = {(1),(2 3)}.
H, ={(1),(13)}.
Hs = {(1),(12)}.
it —VSCINCIF2RBINES 2)0( 2.8 ¢35 CF2)5
dengan H, adalah subgrup trivial, H,, H;, H, dan Hs adalah subgrup sejati, dan Hg
adalah subgrup tak sejati.
3.1.1.2 Subgrup di Grup Simetri-4
Diberikan suatu himpunan tak kosong M, dengan M = {1, 2, 3,4}. Jika
ditentukan fungsi bijektif dari M ke M,maka didapatkan unsur-unsur dari grup
simetri-4 adalah sebagai berikut:
D, 12,103,004, C4H, 24, (23), (234,
(243), 134), (143), 124), (142), (1223),
(132), (12)34),13)(24), (14)23), A234),
(1324),(1423),(1243),1432),(1342)
Dari unsur-unsur grup simetri-4 tersebut, dengan menggunakan bantuan

Matlab didapatkan subgrup-subgrupnya sebagai berikut:

K; = {(1D}



K, = {(1),(1 2)}
Ks = {(1), (1 3)}
K, ={(1),(1 4}
Ks ={(1),(3 4}
Ko ={(1), (2 4)}
K; ={(1),(2 3)}
Ks ={(1),(1 2)(3 )}
Ko ={(1), (1 3)(Z 4)}
Kio = {(1), (1 (2 3)}
K = {(1),(1 3 4),(1 4 3)}
K, ={(1),(2 3 4),(2 4 3)}
Kis = {(1),(1 2 4),(1 4 2)}
K = {(1),(1 2 3),(1 3 2)}
Kis ={(1),(1 2)(1 3),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}
Kie = {(1),(1 2)(3 4),(1 3 2 4),(1 4 2 3)}
Ki; = {(1),(1 3)(2 4),(1 2 3 4),(1 4 3 2)}
Kig = {(1),(1 4)(2 3),(1 2 4 3),(1 3 4 2)}
Ko ={(1),(1 3),(3)(2 4),(1 3)(2 4}
Ky ={(1), (3 4),(1 2),(1 2)(3 4)}
Kz ={(1),(2 3),(1 4),(1 4)(2 3)}
Ky, = {(1),(1 3),(1 4),(3 4),(1 3 4),(1 4 3)}
Ky = {(1),(3 4),(2 4),(2 3),(2 3 4),(2 43)}.
Ky = {(1),(1 2),(1 4),(2 4),(1 2 4),(1 4 2)}.

Kys = {(1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)}.
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Ky = {(1),(1 3),(2 4),(1 2 3 4),(1 4 3 2),(1 2)(3 4),
(13)2 4,1 92 3)}
Ky ={(1),(12),(3 4),(1324),(1423),12)(3 4,
(13)2 4,1 92 3)}
Ky = {(1),(1 4),(2 3),(1 2 4 3),(13 42),(12)@3 4),
(1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}
Kyo = {(1),(2 3 4),(2 4 3),(1 3 4),(1 4 3),(1 2 4),(1 4 2),
(123),(132),012)34),013)2 4,0 42 3)}
K3
= {(1),(1 2),(1 3),(1 4),(3 4),(2 4),(2 3),(2 3 4),(2 4 3),(1 3 4),(144 3)
3.1.1.3 Subgrup pada Grup Simetri-5
Diberikan suatu himpunan tak kosong L, dengan L = {1,2,3,4,5}. Jika
ditentukan fungsi bijektif dari L ke L,maka didapatkan unsur-unsur dari grup
simetri-5 sebagai berikut:

(1), (12345),(12354),(12435),(12453),

(12534), (12543),(13245),(1325 4),
(13425), (13452), (13524), (1354 2),
(14235), (14253), (14325), (1435 2),
(14523), (14532), (15234), (1524 23),
(15324), (15342), (15423), (15432),

(2345), (2354), (2435), (2453), (253 4),

(2543), (1345), (1354), (1435), (145 3),

(1534), (1543), (1245), (1254), (1425),

(1452), (1524), (1542), (1235), (125 3),
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(1325), (1352), (1523), (1532), (123 4),
(1243), (1324), (1342), (1423), (1432),
(345), 354), (245), (254), (235), (25 3),
(234), (243), (145), (154), (135), (15 3),
(134), (143), (125), (152), (124), (142),
(123),(132),(45),35),(34),(25), 24,2 3)
(15), (14), 13), (12), (12)(345), (12)354),
(13)(245), (13)(254), (14)(235), (1425 3),
(15)(234), (15)(243),(23)145), (23)(15 4,
(2 4)(135),(2 4)(153), (25)(134), (251 4 3),
(34)(125), B4)(152), (351 24), (351 42),
(45)(123), (45(132), (23)(45), (24@35)
2Z5)B4, @3)45, aAHE5, @@A5C49,
12)45, A4HE5s5, A5C4H @1A2)@35),
(1 3)(2 5).(1 5)(2 3), (1 2)(3 4), (13)(2 4),
(1 4)(2 3)

Dari unsur-unsur grup simetri-5 tersebut, dengan menggunakan bantuan

Matlab didapatkan subgrup-subgrupnya sebagai berikut:

1.

2.

3.

Py ={(1)}

P, = {(1),(14),(23)}
P; = {(1),(15),(23)}
Py ={(1),(12),(45)}
Ps = {(1),(15),(34)}
Ps = {(1),(25),(34)}



7. P, ={(1),(29,35)}

8. Ps={(1),(12),35)}

9. Py ={(1),(14),(25)}

10. Pyp ={(1),(15),(24)}
11. P, = {(1),(12),(34)}
12. P, = {(1),(14),(35)}
13. P;3 = {(1),(13), (2 4)}
14. P, ={(1),(13),(25)}
15. P;s = {(1), (1 3), (4 5)}
16. P;g = {(1), (2 3), (4 5)}
17. Py, = {(1), (1 4)}

18. Pg = {(1), (3 4)}

19. Pig = {(1), (2 5)}

20. Po = {(1), (2 3)}

21. P,; = {(1),(12)}

22. P, = {(1),(45)}

23. P,3 = {(1),(15)}

24. P, = {(1),(13)}

25. P,s = {(1), 3 5)}

26. P, = {(1), (2 4)}

27. P,y = {(1),(13 4), (1 43)}
28. P,g = {(1),(125), (15 2)}
29. P,y = {(1),(235), (25 3)}

30. P3o = {(1),(123),(13 2)}
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31. Py = {(1),(145),(15 4)}

32. Py, = {(1),(345),(354)}

33. Py = {(1),(245),(25 4)}

34. Py, = {(1),(234), (2 43)}

35. P35 = {(1),(124),(1 4 2)}

36. P35 = {(1),(135),(15 3)}

37.P;; ={(1),(12435),(13254),(14523),(15342)}
38. Py ={(1),(12354),(13425),(14532),(15243)}
39. P3o = {(1),(12543),(13452),(14235),(15324))
40. Pyo = {(1),(12453),(13542),(14325),(15234))
41. Py = {(1),(12345),(13524),(14253),(15432))
42. P, = {(1),(12534),(13245),(14352),(15423))
43. Py = {(1),(1 4),(23),(14)(23)}

44. Py, = {(1),(15),(23),(15)(23)}

45. Pys = {(1),(12),(45),(12)(45)}

46. Py = {(1),(15),(34),(15)(34)}

47. P, = {(1),(25),(34),(25)(34)}

48. P,g = {(1),(24),(35),(24)(35)}

49. Py = {(1),(12),(35),(12)(35)}

50. Ps = {(1),(14),(25),(14)(25)}

51. P, = {(1),(15),(2 4),(15)(2 4)}

52.Ps; ={(1),(12),(34),(12)(34)}

53. P53 = {(1),(14),(35),(14)(3 5)}

54. Ps, ={(1),(13),(24),(13)(2 4}
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55. Pss = {(1),(13),(25), (13)(25)}

56. Pss = {(1),(13),(45), (13)(45)}

57. Ps, = {(1),(23),(45),(23)(45)}

58. Pgg = {(1),(1243),(1342),(14)(23)}
59. Py = {(1),(1253),(1352),(15)(23)}
60. Py = {(1),(1425),(1524),(12)(45)}
61. Ps; = {(1),(1354),(1453),(15)(34)}
62. Py, = {(1),(2354),(2453),(25)(34)}
63. Ps; = {(1),(2345),(2543),(24)(35)}
64. P, = {(1),(1325),(1523),(12)(35)}

65. Pss = {(1),(1245),(1542),(14)(25)}
66. Pgs = {(1),(1254),(1452),(15)(24)}
67. Pg; = {(1),(1324),(1423),(12)(34)}
68. Psg = {(1), (13 45),(1543),(14)(35)}
69. Py = {(1),(1234),(1432),(13)(24)}
70. P;o = {(1),(1235),(1532),(13)(25)}
71. P, = {(1),(1435),(1534),(13)(45))
72.P,;, = {(1),(2435),(2534),(23)(45)}
73. P,y = {(1), (12)(34), (13)(24),(14)(23)}
74. P,y = {(1),(12)(35),(13)(25), (15)(23)}
75. P;s = {(1), (12)(4 5), (14)(25), (15)(2 4)}
76. P76 = {(1),(13)(45),(14)(35),(15)(3 4)}
77. P77 ={(1),(23)(45),(24)(35),(25)(3 4)}

78. P, ={(1),(13),(14),(34),(134),(143)}
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

P ={(1),(12),(14),(24),(124),(142)}

Pgo ={(1),(14),(15),(45),(145),(154)}

Pg1 =1{(1),(23),(24),(34),(234),(243)}

Pg, ={(1),(34),(35),(45),(345),(354)}

Pg; ={(1),(23),(25),(35),(235),(253)}

Pg, =1{(1),(12),(15),(25),(125),(152)}

Pgs ={(1),(24),(25),(45),(245),(254)}

Pge ={(1),(12),(13),(23),(123),(132)}

Pg; ={(1),(13),(15),(35),(135),(153)}

Pgg ={(1),(145),(154),(14)(23),(15)(23),(23)(45)}
Pgo ={(1),(235),(253),(14)(23),(14)(25),(14)(35)}
Py ={(1),(234),(243),(15)(23),(15)(24),(15)(34)}
Py ={(1),(345),(354),(12)(34),(12)(35),(12)(45)}
Py, ={(1),(123),(132),(12)(45),(13)(45),(23)(45)}
Py; ={(1),(125),(152),(12)(34),(15)(34),(25)(34)}
Py, ={(1),(134),(143),(13)(25),(14)(25),(25)(34)}
Pys ={(1),(124),(142),(12)(35),(14)(35),(24)(35)}
Py ={(1),(135),(153),(13)(24),(15)(24),(24)(35)}
Py; ={(1),(245),(254),(13)(24),(13)(25),(13)(45)}
Pyg ={(1),(14),(235),(253),(14)(235),(14)(253)}
Pyo ={(1),(34),(125),(152),(125)(34),(152)(34)}
Pioo =1{(1),(25),(134),(143),(134)(25),(143)(25)}
Pior =1{(1),(23),(145),(154),(145)(23),(154)(23)}

Pio; = {(1),(12),(345),(354),(12)(345),(12)(354)}
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

Pioz ={(1),(45),(123),(132),(123)(45),(132)(45)}
Pios =1{(1),(15),(234),(243),(15)(234),(15)(243)}
Pios ={(1),(13),(245),(254),(13)(245),(13)(254)}
Pios ={(1),(35),(124),(142),(124)(35),(142)(35)}

Pro7 ={(1),(24),(135),(153),(135)(24),(153)(24)}

Piog ={(1),(12534),(13245),(14352),(15423),(12)(45),

(13)(25),(14)(23),(15)(34),(24)(35)}

Poo ={(1),(12345),(13524),(14253),(15432),(12)(35),

(13)(45),(14)(23),(15)(24),(25)(34)}

Piio={(1),(12435),(13254),(14523),(15342),(12)(45),

(13)(24),(14)(35),(15)(23),(25)(34)}

P11 ={(1),(12354),(13425),(14532),(15243),(12)(34),

(13)(45),(14)(25),(15)(Z3),(24)(35)}

P, ={(1),(12543),(13452),(14235),(15324),(12)(35),

(13)(24),(14)(25),(15)(34),(23)(45)}

Pz ={(1),(12453),(13542),(14325),(15234),(12)(34),

(13)(25),(14)(35),(15)(24),(23)(45)}

Pia={(1),(14),(23),(1243),(1342),(12)(34),(13)(24),
(14)(23)}

Pyys ={(1),(12),(34),(1324),(1423),(12)(34),(13)(24),
(14)(23)}

P ={(1),(13),(24),(1234),(1432),(12)(34),(13)(24),
(14)(23)}

P117 ={(1),(13),(25),(1235),(1532),(12)(35),(13)(25),
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118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

(15)(23)}

(15)(23)}

(15)(23)}

P20 ={(1),(14),(25),(1245),(1542),(12)(45),14)(25),

(15)(24)}

P21 ={(1),(12),(45),(1425),(1524),(12)(45),(14)(25),

(15)(Z4)}

P12, ={(1),(15),(24),(1254),(1452),(12)(45),(14)(25),

(15)(24)}

Pip3 ={(1),(14),(35),(1345),(1543),(13)(45), 1403 5),

(15)(34)}

P24 = {(1),(15),(34),(1354),(1453),(13)(45),(14(35),

(15)(34)}

Pias ={(1),(13),(45),(1435),(1534),(13)(45),(14(3 5),

(15)(34)}

P26 = {(1),(25),(34),(2354),(2453),(23)(45),(24(35),

(2534}

P27 ={(1),(23),(45),(2435),(2534),(23)(45),24(3 5),

(25341}

Piag ={(1),(24),(35),(2345),(2543),(23)(45), (2493 5),

(25341}

P29 = {(1),(14),(15),(23),(45),(145),(154),(14)(23),
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130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

(15)(23),(23)(45),(145)(23),(15 4)(23)}

P30 ={(1),(14),(23),(25),(35),(235),(253),(14)(23),
(14)(25),(14)(35),(14)(235),(14)(253)}

P31 ={(1),(15),(23),(24),(34),(234),(243),(15)(23),
(15)(24),(15)(34),(15)(234),(15)(243)}

Pi3, = {(1),(12),(34),(35),(45),(345),(354),(12)(34),
(12)(35),(12)(45),(12)(345),(12)(354)}

P33 = {(1),(12),(13),(23),(45),(123),(132),(12)(45),
(13)(45),(23)(45),(123)(45),(132)(45)}

P13y = {(1),(12),(15),(25),(34),(125),(152),(12)(34),
(15)(34),(25)(34),(125)(34),(152)(34)}

Piss = {(1),(13),(14),(25),(34),(134),(143),(13)(25),
(14)(25),(25)(34),(134)(25),(143)(25)}

P36 = {(1),(12),(14),(24),(35),(124),(142),(12)(35),
(14)(35),(24)(35),(124)(35),(142)(35)}

Pi3, = {(1),(13),(15),(24),(35),(135),(153),(13)(24),
(15)(24),(24)(35),(135)(24),(153)(24)}

Pi3s = {(1),(13),(24),(25),(45),(245),(254),(13)(24),

(13)(25),(13)(45),(13)(245),(13)(25 4)}

Piso = {(1),(123),(124),(132),(134),(142),(143),(234),

(243),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

Piyo=1{(1),(123),(125),(132),(135),(152),(153),(235),

(253),(12)(35),(13)(25),(15)(23)}

Pray ={(1),(124),(125),(142),(145),(152),(154),(245),
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142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.
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(254),(12)(45),(14)(25),(15)(24)}

Pz = {(1),(134),(135),(143),(145),(153),(154),(345),
(354),(13)(45),(14)(35),(15)(34)}

Pus = {(1),(234),(235),(243),(245),(253),(254),(345),
(354),(23)(45),(24)(35),(25)(34)}

Puas ={(1),(1235),(1243),(1342),(1354),(1425),(1453),
(1524),(1532),(2345),(2543),(12534),(13245),
(14352),(15423),(12)(45),(13)(25),(14)(23),
(15)(34),(24)(35)}

Pias = {(1),(1243),(1254),(1325),(1342),(1435),(1452),
(1523),(1534),(2354),(2453),(12345),(13524),
(14253),(15432),(12)(35),(13)(45),(14)(23),
(1524, (25@ 1}

Pias = {(1),(1234),(1253),(1345),(1352),(1425),(1432),
(1524),(1543),(2354),(2453),(12435),(13254),
(14523),(15342),(12)(45),(13)(24),(14)(35),
(15)(23),(25)(3 4}

Py ={(1),(1245),(1253),(1324),(1352),(1423),(1435),
(1534),(1542),(2345),(2543),(12354),(13425),
(14532),(15243),(12)(34),(13)(45),(14)(25),
(15)(23), 293 5)}

Piag = {(1),(1234),(1245),(1325),(1354),(1432),(1453),
(1523),(1542),(2435),(2534),(12543),(13452),

(14235),(15324),(12)(35),(13)(24),(14)(25),



149.

150.

151.

152.

153.

154.
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(15)(34),(23)(45)}

Piao = {(1),(1235),(1254),(1324),(1345),(1423),(1452),
(1532),(1543),(2435),(2534),(12453),(13542),
(14325),(15234),(12)(34),(13)(25),(14)(35),
(15)(24),(23)(45)}

Piso = {(1),(12),(13),(14),(23),(24),(34),(123),(124),
(132),(134),(142),(143),(234),(243),(1234),
(1243),(1324),(1342),(1423),(1432),(12)(34),
(13)(24),(14)(23)}

Pis = {(1),(12),(13),(15),(23),(25),(35),(123),(125),
(132),(135),(152),(153),(235),(253),(1235),
(1253),(1325),(1352),(1523),(1532),(12)(35),
(13)(25),(15)(23)}

Pis, = {(1),(12),(14),(15),(24),(25),(45),(124),(125),
(142),(145),(152),(154),(245),(254),(1245),
(1254),(1425),(1452),(1524),(1542),(12)(45),
(14)(25),(15)(24)}

Piss = {(1),(13),(14),(15),(34),(35),(45),(134),(135),
(143),(145),(153),(154),(345),(354),(1345),
(1354),(1435),(1453),(1534),(1543),(13)(45),
(14)(@35),(153B4H}

P, ={(1),(23),(24),(25),(34),(35),(45),(234),(235),
(243),(245),(253),(254),(345),(354),(2345),

(2354),(2435),(2453),(2534),(2543),(23)(45),
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2H(5),(253B 4}

155. Pygs = {(1),(123),(124),(125),(132),(134),(135),(142),
(143),(145),(152),(153)(154),(234),(235),(243),
(245),(253),(254),(345),(354),(12345),(12354),
(12435),(12453),(12534),(12543),(13245),
(13254),(13425),(13452),(13524),(13542),
(14235),(14253),(14325),(14352),(14523),
(14532),(15234),(15243),(15324),(15342),
(15423),(15432),(12)(34),(12)(35),(12)(45),
(13)(24),(13)(25),(13)(45),(14)(23),(14)(25),
(14)(35),(15)(23),(15)(24),(15)(34),(23)(45),
(24)(35),(25C N}

156. Pysq = Ss

3.1.2 Subgrup Normal di Grup Simetri-n
3.1.2.1 Subgrup Normal di Grup Simetri-3

Subgrup normal di grup simetri-3 diperoleh jika koset kiri dan koset kanan
dari subgrup-subgrup tersebut adalah sama.

a. Himpunan koset kiri dari #; = {(1)} di S, adalah
({3} {a23) o (WY {(132) o (WP {2 3) o LI} {13)
o (DY} {(12) o (1))}
= {OR {231 {A3 DL NI DL D3}

Himpunan koset kanan dari H, = {(1)} di S5 adalah
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{{{(1)} o (D} {{M}e (123)}{{(1} (132)},{{(D}e (23}, {{(1)}
° (13)}{{0)} - 1 D)}
= {0} {(123)},{(132)},{(23)}, {1 D} {(1 2)}}
Jadi, H; = {(1)} adalah subgrup normal karena koset kiri sama dengan koset
kanan.
. Himpunan koset kiri dari H, = {(1), (1 2 3),(1 3 2)}di S, adalah
{{wetm.az3,a323{123)
o{(1),(1 2 3),(132)}},{(132)
o{(1,(1 2 3),(1 3 2)}},{(23)
o {(1),(1 2 3),(1 3 2)}}{(13)
{(1),(12 3),(1 3 2}{1 {1 2 3),(1 3 2)}}}
= {{(1),(123),(132)},{(12),(13),(23)3}}.
Himpunan koset kanan dari H, = {(1), (1 2 3), (1 3 2)} di S; adalah
{ftw,a 23,0 3 23 WL{IW, (1 2 3),(1 3 2)}
o (123)},{{(1),(1 2 3),(1 3 2)}
o (132)}{{(1),(1 2 3),(1 3 2)}
o (23)}{{(D, (1 2 3),(1 3 2)}
° (13)}{{(1),(1 2 3),(1 3 2} (12)}}
= {{(1),(123),(132)},{(12),(13),(23)}}.
Jadi, H, = {(1),(1 2 3),(1 3 2)} adalah subgrup normal karena koset kiri

sama dengan koset kanan.

. Himpunan koset kiri dari H; = {(1), (2 3)} di S5 adalah
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{{we . @3M{123) < {0, @3} {132) < {1, @)}, {(23)
o {(1), 2 3)1},{(13) » {(1), (23}, {(12) = {(1), (2 3)}}}
={{123),12}{(132),@3)}L{(D), 23)}}

Himpunan koset kanan dari H; = {(1), (2 3)} di S5 adalah
{{ta, @ 3o ML), @ Yo (12 3)}{{(1), (23}
o (132)},{{(1, 23} 23)} {{(1), (23)}
> (13)},{{(), @ )} (1 2)}}

= {1, (23)},{(123),(13)},{(132),(12)}}.
Jadi, H; = {(1), (2 3)} bukan subgrup normal karena koset Kiri tidak sama
dengan koset kanan.

. Himpunan koset kiri dariH, = {(1), (1 3)} di S5 adalah
{{ e (), a33,{123)« {1, @A {132« {1, A3)}}{23)
o {(1), (1 3)3},{(13) « (1), (1 )}, {1 2) = {(1), (1 3)}}}

={(1),(13)}L{(23),(123)},{(12),(132)}}.

Himpunan koset kanan dari H, = {(1), (1 3)} di S3 adalah

{fta), @ 3)}e M}, @3} 1 23)}L{{1), (13)}
(132} {{W, A D} @HL{{D), (13)} e (13)}{{(D), (13)}e
12} = {{, A3} 2),(123)}1{(23),(132)}}.

Jadi, H, = {(1), (1 3)} bukan subgrup normal karena koset Kiri tidak sama
dengan koset kanan.

. Himpunan koset kiri dari Hs = {(1), (1 2)} di S5 adalah



37
flayet, a3 {23) (1,123} {132) - {(1), 1 2}},{(23)
o {(1), (1 23} {(1 3) = {(1), (1 2)}},{(1 2) » {(1), (1 }}}
={(, 12} {13),(132)},{(23),(123)}}

Himpunan koset kanan dari Hs = {(1), (1 2)} di S5 adalah
{{ta), @ 2)3e W} {t, @ 2} (1 23)},{{(D), (1 2}
o (132)}{{(1, A2} (23)},{{(D), (1 2)}
o (13)}{{(1), (1 2)} > (1 2)}}

= {1, (12)},{(23),(132)},{(13),(123)}}.
Jadi, Hs = {(1), (1 2)} bukan subgrup normal karena koset Kiri tidak sama

dengan koset kanan.

. Himpunan koset kiri dari Hg = {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}diS;

adalah
{{w-{m,123),132),23),13),@2)3}{123)
0 {(1),(123),(132),(23),(13),123}},{(132)
o {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}},{(23)
o {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}},{(13)
o {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}},{(12)

°{(1),(123),(132),(23),(13),1 2)}}}

= {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}}.
Himpunan koset kanan dari H, = {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}di

S5 adalah



38
{ftw,a23),032,2@3),03),012)

o (DL {{(D,(123),(132),(23),(13),(12)}

0 (123)},{{(1),(123),(132),(23),(13),(12)}
0 (132)},{{(1),(123),(132),(23),(13),(12)}
° (23)}{{(1),(123),(132),(23),(13),(12)}

o (13)}{{(1),(123),(132),(23),(13),1 )} - (1 )}}

={{(1),(123),(132),(23),(13),(12)}}.
Jadi, Ho = {(1),(123),(132),(23),(13),(12)} adalah subgrup normal
karena koset kiri sama dengan koset kanan.

Sehingga subgrup-subgrup normal dari grup simetri-3 antara lain:

1. H; = {(1)} dengan himpunan kosetnya adalah

{3 {(123)}1{(132)}L{23)}L{(13)},{(12)}}

2. H, ={(1),(123),(132)} dengan himpunan kosetnya adalah

{(1),(123),(132)},{(12),(13),(23)}}
3. Hy={(1),(123),(132)},{(12),(13),(23)} dengan himpunan kosetnya

adalah

{{m,(123),(232),(23),13),(12)}}
3.1.2.2 Subgrup Normal di Grup Simetri-4
Subgrup normal di grup simetri-4 diperoleh dengan menggunakan bantuan
Matlab, sehingga didapatkan subgrup-subgrup normal di grup simetri-4 adalah
sebagai berikut:
1. K; ={(1)}, koset kiri sama dengan koset kanan. Himpunan koset dari K; di

S, adalah:
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{3 A 2)3{1 DL{A HE{B HLE DILIZ )},
{23 D12 4 DL{A 3 HL{A 43)1{0 2 D},
{14 23{(1 2 3}L{(1 3 2)}L{1 2B H}L{(1 32 D},
{192 3)1{1 23 9}L{(Q32HL{1 42 3)},
{(1243)}{(1432},{(1342)}}

2. Kis = {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}, koset kiri sama dengan koset
kanan. Himpunan koset dari K, di S, adalah:
{{(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)},
{(12),(34),(1324),(1423)},
{(13),(24),(1234),(1432)},
{(14),(23),(1243),(1342)},
{(234),(132),(143),(124)},
{(123),(134),(243),142)}
3. Ky =
(1), (1 2),(13),(14),3 4,2 4),23),234),243),(134),(143),123%),01
}, koset kiri sama dengan koset kanan. Himpunan koset dari K5, di S, adalah:
{(D,12),013),01050640,24H,@23),23 4,
(243),(134),143),124,142),(123),
(132),012)3 4,132 4,1 423),01 23 4),

(1324),(1423),(1243),(1432),(1342)}

3.1.2.3 Subgrup Normal di Grup Simetri-5
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Subgrup normal di grup simetri-5 diperoleh dengan menggunakan bantuan

Matlab, sehingga didapatkan subgrup-subgrup normal di grup simetri-5 adalah

sebagai berikut:

1.

P, = {(1)}, koset kiri sama dengan koset kanan. Himpunan koset dari P; di

S. adalah:

{MW3{A23)3 {129} {(1253}{(132)}{(134}{(135)},
{(142)},{(143)}1{(145)}{(152)}L{(153)}%L{(154},{(1 D},
{239}1{(235)}{(243)}1{(245}1{(253)}1{25D} {2 D},
{345}1{B54)}{(1425)},{(1435)}{(2534)}{(2435)},
{(12345)},{(12354)},{(12435)},{(12453)},{(12534)},
{(12543)},{(13245)},{(13254)},{(13425)},{(13452)},
{(13524)},{(13542)},{(14235)},{(14253)},{(14325)},
{(14352)},{(14523)},{(14532)},{(15234)},{(15243)},
{(15324)},{(15342)},{(15423)},{(15432)},{(12)(34)},
{(12)B5)}{(12)(45}1{(13)(2 D}, {(13)(25)}{(13)(45)},
{1HEDL{ADHE5L{AHE LA 5)23)EL{(A5)(2 D],
{15BHEL{(23)45}L{EHBL{E5HBDL{(123)(45)},
{(45)}{(1254)}{(1245)},{(132)(45}L{(1354)},{(13)},
{(1345}{(1542)H(1543)}{(15}1{(1452)}{(1453)},
{(14)(235}4L{(143)259}L{(1H253)}L{(142)(35)}L{(23)},
{(135@H}L{(1352)}L{(1349(25},{(1342)}L{(15)(234)},
{153)2HHA5)(243)}L{(152)BDL{(1523)}{(1532)},
{(2354)},{(2345)}{(2543)}1,{(25}{(1423)},{(2453)},
{35L{BM}L{(1235}L{(123H}1{(125CBDL{(1534)},
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{(1432),{(12)B5H}L{(12)B45)1{(12)}{(13)(254)},
{(1253)}{(124)B5}%{(1243)},{(1325)}{(1324)},
{(13)(245},{(154)(23)}L{(1524)}{(145)(23)}}

2. Pigs={(1),(123),(124),(125),(132),(134),(135),(142),
(143),(145),(152),(153)(154),(234),(235),(243),(245),
(12435),(12453),(12534),(12543),(13245),(15432),
(13254),(13425),(13452),(13524),(13542),(12)(34),
(14235),(14253),(14325),(14352),(14523),(12)(35),
(14532),(15234),(15243),(15324),(15342),(12)(45),
(253),(254),(345),(354),(12345),(12354),(15423),
(13)(24),(13)(25),(13)(45),(14)(23),(14)(25),(24)(35),
(14)(35),(15)(23),(15)(24),(15)(34),(23)(45),(253 D},
koset kiri sama dengan koset kanan. Himpunan koset dari P;ss di S5 adalah:

{(1),(123),(124),(125),(132),(134),(135),(142),
(143),(145),(152),(153)(154),(234),(235),(243),
(245),(12435),(12453),(12534),(12543),(13245),
(15432),(13254),(13425),(13452),(13524),(253),
(13542),(12)(34),(14235),(14253),(14325),(254),
(14352),(14523),(12)(35),(14532),(15234),(345),
(15243),(15324),(15342),(12)(45),(12345),(354),
(12354),(15423),(13)(24),(13)(25),(13)(45),(14)(23),
(14)(25),(24)(35),(14)(35),(15)(23),(15)(24),(15)(34),
(23)(45),(25)(34)},{(123)(45),(1254),(1245),(1354),

(1345),(1542)(1543),(15),(1452),(1453),(14),(34),
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(2354),(2345),(2543),(25),(2453)(24),(35),(1523),
(1235),(1234),(125)(34),(1253),(124)(35),(1243),
(1325),(1324),(135)(24),(1352),(134)(25),(1342),
(15)(234),(153)(24)(15)(243),(152)(34),(142)(35),
(1423),(1432),(12)(354),(12)(345),(12),(13)(254),
(13)(245)(13),(154)(23),(1524),(1534),(145)(23),
(132)(45),(45),(1425),(1435),(23),(2534)(2435)
(1532),(14)(235),(143)(25),(14)(253)}}

3. Pis¢ = Ss, koset kiri sama dengan koset kanan. Himpunan koset dari P, di

S5 adalah:

{(1),(123),(124),(125),(132),(134),(135),(142),
(143),(145),(152),(153)(154),(234),(235),(243),
(245),(12435),(12453),(12534),(12543),(13245),
(15432),(13254),(13425),(13452),(13524),(253),
(13542),(12)(34),(14235),(14253),(14325),(254),
(14352),(14523),(12)(35),(14532),(15234),(345),
(15243),(15324),(15342),(12)(45),(12345),(354),
(12354),(15423),(13)(24),(13)(25),(13)(45),(14)(23),
(14)(25),(24)(35),(14)(35),(15)(23),(15)(24),(15)(34),
(23)(45),(25)(34),(123)(45),(1254),(1245),(1354),
(1345),(1542)(1543),(15),(1452),(1453),(14),(34),
(2354),(2345),(2543),(25),(2453)(24),(35),(1523),
(1235),(1234),(125)(34),(1253),(124)(35),(1243),

(1325),(1324),(135)(24),(1352),(134)(25),(1342),
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(15)(234),(153)(24)(15)(243),(152)(34),(142)(35),
(1423),(1432),(12)(354),(12)(345),(12),(13)(254),
(13)(245)(13),(154)(23),(1524),(1534),(145)(23),
(132)(45),(45),(1425),(1435),(23),(2534)(2435)
(1532),(14)(235),(143)(25),(14)(253)}
3.1.3 Graf Koset dari Subgrup Normal di Grup Simetri-n
Menentukan graf koset dari subgrup normal diS,, dengan menggunakan
definisi dari graf koset yaitu jika S,, adalah suatu grup, H adalah subgrup normal
pada S,, dan Ssubhimpunan tak kosong dari S,, maka graf koset dari S,
terhadapH dan Smerupakan graf berarah dengan himpunan titikV =
[Sn: H;untuk setiapHx, Hy € V.Hx terhubung ke Hy jika dan hanya jika
yx~1 € HSH. Graf koset merupakan digraf dan dinotasikan I'(S,, H, HSH).

3.1.3.1 Graf Koset di Grup Simetri-3 dengan Subhimpunan yang Memiliki
Panjang Sikel-3

3.1.3.1.1 Graf Koset dari H; = {(1)} dengan S = {(1 2 3)}

Pada bagian 3.1.2 telah diketahui bahwa H; = {(1)} adalah normal dengan
himpunan Kkosetnya yaitu{H o (1),H o (123),H o (132),H o (23),H o (13),
Ho(12)}.

Untuk S = {(1 2 3)}, maka nilai HSH adalah
HSH = {{(1)} e {(123)} o {(1}
= {{(123)} o {(D}}
= {(123)}
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Kemudian operasikan yx~1 denganx € {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}
dan y € {(1),(123),(132),(23),(13),(12)}. Hasil operasi unsur x dan ydi

S;dapat dilihat dalam tabel berikut:

Tabel 2.3 Hasil Operasi Unsur x dany di S,

y €Y (123) (132) (23) (13) (12)
6 €y (123) 132) 23) (13) (12)
(123) (123) (132) ) (12) (23) (13)
(132) (132) 1) (123) (13) (12) (23)
23) (23) (13) (12) 1) (123) (132)
(13) (13) (12) (23) (132) 1) (123)
(12) (12) (23) (13) (123) (132) 1)

Ambil titik H o (1) dan He (1 23) dengan x = (1) dany = (12 3)
Sehinggay o x 1 = (123) o (1)
= (123) 0 (1)
= (123) € HSH
Jadi ada sisi berarah dari H o (1) ke H o (12 3).
Sebaliknya untuk keterhubungan Ho (123) dan Ho (1) dengan dengan
x=(123)dany = (1)
Sehinggayox 1 =(1)o(123)?
=(1)-(132)
=(132) ¢ HSH
Sehingga tidak ada sisi berarah dari H o (12 3) ke H o (1).
Dengan cara yang sama, untuk keterhubungan titik-titik lainnya, sehingga
diperoleh graf koset dari H; = {(1)} dengan S = {(1 2 3)} di S; adalah sebagai

berikut:
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[(55.Hy, H,5H,)

Hyo(1) Hye(13)
Hye(123) Hye(12)
Hie(132) Hy=(23)

Gambar 3.2 Graf Koset I'(S3, Hy, H; (1 2 3)H;)

3.1.3.1.2 Graf Koset dari H; = {(1)} dengan § = {(1 3 2)}
Telah diketahui bahwa H, = {(1)} adalah normal. Dengan menggunakan
cara yang sama pada pada bagian 3.1.3.1.1 untuk menentukan sisi berarah, dan

dengan melihat Tabel 2.3 sehingga diperoleh graf koset sebagai berikut:

TSy, Hy, H,5H,):

Hyol H o (13)
Hyc(123) Hyo(l2)
Hyo(132) Hyo(23)

Gambar 3.3 Graf Koset I'(S5, Hy, H; (1 3 2)H;)

3.1.3.1.3 Graf Koset dari H, dengan S = {(1 2 3)}

Telah diketahui bahwa H, ={(1),(123),(132)} adalah normal.
Dengan menggunakan cara yang sama pada bagian 3.1.3.1.1 untuk menentukan
sisi berarah, dan dengan melihat Tabel 2.3 sehingga diperoleh graf koset sebagai

berikut:

T(Sy, Ho, HoSH, ) ¢

Hyo(1)=H,o(123)=Hyo(132)
] L]
Hye(l13)=Hye(12)=Hye(23)

Gambar 3.4 Graf Koset I'(S5, Hy, H,(1 2 3)H,)
3.1.3.1.4 Graf koset dari H, dengan S = {(1 3 2)}
Telah diketahui bahwa H, = {(1),(123),(132)} adalah normal.

Dengan menggunakan cara yang sama pada bagian 3.1.3.1.1 untuk menentukan
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sisi berarah, dan dengan melihat Tabel 2.3 sehingga diperoleh graf koset sebagai

berikut:

T(Sy.Hy HaSHo ) 2

Hye(1)=H,ei123)=H,=({132)
L L]
Hye({13)=H;c(12)=H,=(23)

Gambar 3.5 Graf Koset I'(S3, H,, H,(1 3 2)H,)

3.1.3.1.5 Graf koset dari Hg dengan S = {(1 2 3)}

Telah diketahui bahwa Hg = {(1),(123),(132),(13),(12),(23)}
adalah normal. Dengan menggunakan cara yang sama pada bagian 3.1.3.1.1 untuk
menentukan sisi berarah, dan dengan melihat Tabel 2.3 sehingga diperoleh graf

koset sebagai berikut:

T(S, Hy Hg SH):
L ]

Hgo(1)= Hgo(123)= Hge(132)= Hye(23)=Hge(13)=Hge(12)

Gambar 3.6 Graf Koset I'(S5, Hg, Hg (1 2 3)Hg)

3.1.3.2 Graf Koset di Grup Simetri-4 dengan Subhimpunan yang Memiliki
Panjang Sikel-4

3.1.3.2.1 Graf Koset dari K; dengan S = {(12 3 4)}
Pada bagian 3.1.2 telah diketahui bahwa K; = {(1)} adalah normal.
Untuk S = {(1 2 3 4)}, maka nilai KSK adalah
KSK = {{(1)} > {(123 9} {(D}}
={{(123 9} {(L}}
={(1234)}
Kemudian operasikan yx~1

denganx €
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{(1),(12),(13),(14),34),24),23),234),243),(134),0143),124),0i4:
(1243),(1432),(1342)}dan
y € {(1),(1 2),(13),(14),34),24),23),234),243),0134),
(143),124),142),023),0132),12)34),1 3)24),
(14)(23),(1234),(1324),1423),(1243),(1432),01342)}
Untuk hasil operasi unsur x dan y diS, dapat dilihat pada Lampiran 1.

Ambil titik K o (1) dan K o (123 4) dengan x = (1) dany = (123 4)
Sehinggayox 1 =(1234)0o (1)1

=(1234)0(1)

=(1234) € HSH
Jadi ada sisi berarah dari H o (1) ke H o (12 3 4).
Sebaliknya untuk keterhubungan H o (1234) dan Ho (1) dengan dengan
x=(1234)dany = (1)
Sehinggayox 1 = (1)o(1234)71

=(1)o(1432)

=(1432) ¢ HSH
Sehingga tidak ada sisi berarah dari H o (12 3 4) ke H o (1).
Dengan cara yang sama, untuk keterhubungan titik-titik lainnya, sehingga
diperoleh graf koset dari K; = {(1)} dengan S = {(1 2 3 4)} di S, adalah sebagai

berikut:
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(S, K.k, SK,):

Ky e (1) Ky e(14) K, o(13)
Ke(1234) K =(234) Ky o (14)(23)
K e(13)(24) Ky o(1243) K =(24)
Ko(1432) Ky =(132) Ky =(12)(34)
K, o(12) Ky 0(23) K o(34)

K =(134) K s(124) K o(123)
K =(1423) Ky e(1342) . K oo(1324)
Ky e(243) Ko (143) K oo(142)

Gambar 3.7 Graf Koset I'(S,, K;, K; (1 2 3 4)K;)

Untuk graf koset dari K; dengan S = (1243),(1324),(1342),
(1423) dan (1432) diperoleh graf yang sama seperti pada S =
(1234).
3.1.3.2.2 Graf Koset dari K45 dengan § = (12 3 4)

Dari subgrup Kjs ={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}, dengan
menggunakan cara yang sama seperti pada bagian 3.1.3.2.1 untuk menentukan sisi
berarah, dan dengan melihat Lampiran 1 sehingga diperoleh graf koset sebagai
berikut:

(54 Ky5.K155K)5):
Ko () =K, «(12)(34) =

Ko (13)(24)=FK,=(14)(23)

Kio(13) =K, o(24) =

K, o(12)=K,o(34)=
1 (12) 1°(34) Kype(l234)=K,~(1432)

K,o(1324) =K, 2(1423)

K =(123)=K,=(134)=
K14 =K -(23) = K o(243)=K,=(142)
Kio(1243)=K, o(1342)

K, o(234)=K,o(132)=

Ky o(143) =K, o(124)
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Gambar 3.8 Graf Koset I'(S,, K;s, K15(1 2 3 4)K;5)

Graf koset dari K;5 dengan S =(1243),(1324),(1342),(1423)
dan (14 3 2), dengan menggunakan cara seperti sebelumnya sehingga diperoleh
graf yang sama seperti pada S = (1 2 3 4).
3.1.3.2.3 Graf Koset dari K3, dengan S = {(12 3 4)}

Dari subgrup K;,, dengan menggunakan cara yang sama padabagian
3.1.3.2.1 untuk menentukan sisi berarah, dan dengan melihat Lampiran 1 sehingga

diperoleh graf koset sebagai berikut:

T(5s. Kap. KapSkyp)

®
H,

Gambar 3.9 Graf Koset I'(S,, K3, K30(1 2 3 4)K3,)

H, adalah koset dengan pembangkit x, dengan x adalah unsur di S,

x € (1),(12),( 3),( 4),3 4),2 4),23),2 3 4),
(243),(134),(143),(124),142),1?223),
(132),(12)(@34),13)2 4,1 4@23),1234),
(1324),1423),1243),(1432),(1342)

Graf koset dari K3, dengan S =(1243),(1324),(1342),(1423)
dan (14 3 2), dengan menggunakan cara seperti sebelumnya sehingga diperoleh
graf yang sama seperti pada S = (1 2 3 4).

3.1.3.3 Graf Koset di Grup Simetri-5 dengan Subhimpunan yang Memiliki
Panjang Sikel-5

3.1.3.3.1 Graf Koset dari P; dengan § = (1234 5)
Pada bagian 3.1.2 telah diketahui bahwa P, = {(1)} adalah normal.

Untuk S = {(1 2 34 5)}, maka nilai PSP adalah
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PSP = {{(1D}{(12345)} {(1)}
={{(12345)} o {(D}}
={(12345)}

dengan menggunakan cara yang sama seperti pada bagian 3.1.3.2.1 untuk

menentukan sisi berarah, sehingga diperoleh graf koset sebagai berikut:
Ti5:. Py, PSP )

P, o (1) Pa{12354) P a(12435) P o(14235)
P,o{12345) P o(13)(24) P, o (13)(25) Pei15243)
Pia(13524) Po{14325) Po{14532) P, o(253)
Pio(14253) P e{152) Pe{l54) Py o (12)(45)

P o(15432) Pie(345) Fio(234) Pio(134)
Pio(12534) Pie(12543) Bo(12324)
Pio(132) (24)(135)

@ 9 Pie(l145) 9&-(25){143}9
Pa(15234) Pia(1532)

P, e(235)] By o(24)(35) P o(45)
Pio(1235) Py e{1253} Pe(l324) Pio(1243)
P e{13)(245) Fie(45)(132) Pie{1425) P a(1325]
P a(14)(253) Po(14) Pe(34)152) P,o(14532)

Po(15432) Pia(15)(234) P o(35) P, o(1534)

P o34 P,o(2435) Pyo(45)(123) P,c{2354)
Po{13432) Pe(1352) Pio(1423) Pio(13245)
Pio{1435) Pi=(1453) P.o(15)(243) P, o(14)(25
P e(1523) 9 P°{23}E15+)§ P o(25) 9 1534"9
Pic(2453) Fio(24) P, o(12)(345) P 2 (354)

P o(1254) P o{34){125) P a(1354)

P e(1432) Pe(1524) P o{1543) P e(13425)
F (15} P o(2534) Pye(23) Fo(14352)
P c(2345) 9?-{12){354}9 Py e{1245) 9 Fyo(153) 9
P, o(35){124) P, ai13) Pre(25)(134) Pye(23)(45)
P =(13)(254) Pe(23)145) P =(3E)(142) Pe(124)

P o{12453)
Pio(13254) Po(l13543)
Po{l43) Pyo(143)
P e {15)(34) P o {15)(2 3)

P o{Z45)
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P (1345 P, o{25)(34) P s{14523) Pia(l3£52)
Po(141(235) P, = (1 Z)(3 5) Fe(l5324) Py=(14)(35)
Fyo(Z4){153) P o(13)(45) Fie(254) Py=(15423)

Pio(2543) Po(14)(23) Be(12)(24) Pio(243)

Pe(12) Pro(15)(24) P, o({135) Fa(125)

Gambar 3.10 Graf Koset I'(Ss, Py, P;(12345)P,)

Dengan menggunakan cara yang sama seperti pada subhimpunan S =
(12345), maka untuk graf koset dari P; dengan subhimpunan S lainnya yang
memiliki panjang sikel-5 menghasilkan graf yang sama.
3.1.3.3.2 Graf Koset dari P55 dengan § = (123 45)

Untuk memperoleh graf koset dari subgrup P,ss, dengan menggunakan
cara yang sama seperti seperti pada bagian 3.1.3.2.1 untuk menentukan sisi
berarah, sehingga diperoleh graf koset sebagai berikut:

rfsls-Plss- PyssSPygsl:

H, @ * H,

Gambar 3.11 Graf Koset I'(Sys, Piss, Pyss(1 23 4 5)Pis5)

H,, adalah koset dengan pembangkit x, dengan x adalah unsur di Ss,
x€(1),(123),(124),(125),(132),(134),(135),(142),

(143),(145),(152),(153)(154),(234),(235),(243),
(245),(12435),(12453),(12534),(12543),(13245),
(15432),(13254),(13425),(13452),(13524),(253),
(13542),(12)(34),(14235),(14253),(14325),(254),
(14352),(14523),(12)(35),(14532),(15234),(345),
(15243),(15324),(15342),(12)(45),(12345),(354),
(12354),(15423),(13)(24),(13)(25),(13)(45),(14)(23),

(14)(25),(24)(35),(14B5),(15)(23),(15)(24),(15B 4,
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(23)(45),(25)(34)
dan H,, adalah koset dengan pembangkit y, dengan y adalah unsur di S,
y€(123)(45),(1254),(1245),(1345),(1354),
(1532),(1542)(1543),(15),(1452),(1453),(14),(34),
(2354),(2345),(2543),(25),(2453)(24),(35),(1523),
(1235),(1234),(125)(34),(1253),(124)(35),(1243),
(1325),(1324),(135)(24),(1352),(134)(25),(1342),
(15)(234),(153)(24)(15)(243),(152)(34),(142)(35),
(1423),(1432),(12)(354),(12)(345),(12),(13)(254),
(13)(245)(13),(154)(23),(1524),(1534),(145)(23),
(132)(45),(45),(1425),(1435),(23),(2534)(2435)
(14)(235),(143)(25),(14)(253).
Dengan menggunakan cara yang sama seperti pada subhimpunan S =
(123 45), maka untuk graf koset dari P,55 dengan subhimpunan S lainnya yang
memiliki panjang sikel-5 menghasilkan graf yang sama.
3.1.3.3.3 Graf Koset dari P45 dengan S = {(12345)}
Untuk memperoleh graf koset dari subgrup P;s¢, dengan menggunakan
cara yang sama seperti pada bagian 3.1.3.2.1 untuk menentukan sisi
berarah,sehingga diperoleh graf koset sebagai berikut:

F{S 5 Pise. P1565P156):
L]
H,

Gambar 3.12 Graf Koset I'(Ss, P;s6, Pisg(1 23 4 5)P;56)

H, adalah koset dengan pembangkit x, dengan x adalah unsur di S5,
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x€(1),(123),(124),(125),(132),(134),(135),(142),
(143),(145),(152),(153)(154),(234),(235),(243),
(245),(12435),(12453),(12534),(12543),(13245),
(15432),(13254),(13425),(13452),(13524),(253),
(13542),(12)(34),(14235),(14253),(14325),(254),
(14352),(14523),(12)(35),(14532),(15234),(345),
(15243),(15324),(15342),(12)(45),(12345),(354),
(12354),(15423),(13)(24),(13)(25),(13)(45),(14)(23),
(14)(25),(24)(35),(14)(35),(15)(23),(15)(24),(15)(34),
(25)(34)(123)(45),(1254),(1245),(1345),(1354),
(1532),(1542)(1543),(15),(1452),(1453),(14),(34),
(2354),(2345),(2543),(25),(2453)(24),(35),(1523),
(1235),(1234),(125)(34),(1253),(124)(35),(1243),
(1325),(1324),(135)(24),(1352),(134)(25),(1342),
(15)(234),(153)(24)(15)(243),(152)(34),(142)(35),
(1423),(1432),(12)(354),(12)(345),(12),(13)(254),
(13)(245)(13),(154)(23),(1524),(1534),(145)(23),
(132)(45),(45),(1425),(1435),(23),(2534)(2435)
(14)(235),(143)(25),(14)(253)(23)(45).
Dengan menggunakan cara yang sama seperti pada subhimpunan S =
(123 45), maka untuk graf koset dari P;5¢ dengan subhimpunan S lainnya yang

memiliki panjang sikel-5 menghasilkan graf yang sama.
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3.1.4 Pola Komponen Graf Koset dari Subgrup Normal di Grup Simetri-n

Tabel 2.4 Tabel Pola Komponen Graf Koset dari Subgrup Normal di Grup Simetri-n

B Kete
an G | rhub
ya r | ung
k a | an
A f | Titi
S, HsS, ng | 2o |D| Kk
go |~ "M a
ta S
K a
0s r
et
a2 od(u
Subgrup trivial - N _ lld(
{(D} (@3l | vy
S4 eV ((
Subgrup sejati 2 {12 N
{(1),(123),(132)} e y-
Subgrup tak sejati 1 {12 N
{S3} {as ™
{(12
{(12 od(u
0 {13 = id(
Subg{rl(Jf)t}rlwal 24 [((13 6C| =1,
{(14 vu
(14 eV
{12
{12
Subgrup sejati {13
54 {(1), (1 2),(13),(1 4),34),24),23),234),243),(134] 6 « 3C
} 13
{(14
{(14
{12
{12
Subgrup tak sejati 1 {(13 N
{S4} (C
{(14
{(1 4
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Subgrup trivial

{az

{12

{12

{12

f(12

f(12

{13

{13

{13

f(13

{13

{as

{(14

{14

{14

{14

{14

{14

{@s

{15

{@s

{@s

{@s

{@5

24

od(u
=id(

vu
ev(

Subgrup sejati

{12

{12

{12

{dz

{dz

{dz

{@s

{@s

{13

{13

{@as

{@s3

{(14

{14

{(14

{(14

{(14

{(14

{15

{15

{@s

{@5s

{@5s

{@5

Subgrup tak sejati

{12

{12

{12

{12

{12

{az
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{(13
{13
{13
{13
{13
{13
{(14
{(14
{(14

{(14
{14

{(14
{15
{15
{15
{(1s
{15
{15

Teorema 1

Graf koset dari subgrup tidak sejati di grup S, dengan S € S,, yang
memiliki panjang sikel-n membentuk digraf nol(N,).
Bukti:
Diketahui S, adalah grup dengan n > 3. H adalah subgrup tak sejati dari
S,yaitus,, itu sendiri, H = S,,.
Koset kanan dari S,, adalah S,, itu sendiri

Hx =xH =5, Vx €S,

Dari teorema Lagrange, banyaknya koset dari subgrup H adalah

|Snl

|Sp: H| = —

! |H|
n!

ISn:HI = n—|
1S,;:H| =1

Karena koset dari H hanya memiliki 1 anggota, maka titik tersebut tidak

terhubung ke titik manapun (titik terasing), atau dengan kata lain graf koset dari




o7
subgrup tidak sejati di grup S, dengan subhimpunan S C S,, yang memiliki
panjang sikel-n membentukN; .

Teorema 2

Graf koset dari subgrup normal trivial di grup S,, dengan S € S,, memiliki
od(u) = id(u) = 1,Yu e V(G),
Bukti:
Diketahui S,, adalah grup dengan n > 3.
H adalah subgrup normal yang trivial, H = {(1)}
S adalah subhimpunan dari S, yang memiliki panjang sikel-n, misal
s = (aya, ... a,) € S, sehingga

HSH = {(1)}° {(a1az ... an)} ° {(1)}
= {(a,a; ... a,)}
Ambil 3 koset kanan Hw, Hx dan Hy
Akan dibuktikan bahwa Hx — Hy dan Hx «<— Hw dengan x # y # w
- Hx — Hy
Hx dikatakan terhubung dengan Hy jika
yox~1 € HSH
pokca’se 5,5 €S
y=Sox

Ambil sebarang x di S,, sehingga nilai y yang memenuhi HSH adalah

sebarang x di S,, yang dioperasikan dengan s = (a,a; ... a,).

Karena S,, adalah grup, maka hanya ada 1 unsur yang memenuhi x dan y

sehingga hanya ada 1 sisi berarah dan 1 derajat keluar dari Hx ke Hy.

- Hx «— Hw
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Hw dikatakan terhubung ke Hx jika
xow™l € HSH
xow l=gs€S
X=Sow

w=s"1

oXx
Ambil sebarang x di S,, sehingga nilai w yang memenuhi HSH adalah
sebarang x di S,, yang dioperasikan dengan s™! = (a,a, ... a,,)"%.
Karena S,, adalah grup, maka hanya ada 1 unsur yang memenuhi x dan w
sehingga hanya ada 1 sisi berarah dan 1 derajat keluar dari Hw ke Hx.
Teorema 3
Graf koset dari subgrup normal trivial di grup S, dengan ScS,
membentuk digraf yang memiliki (n — 1)! komponen yang berbentuk C,,.
Bukti:
Diketahui S,, adalah grup dengan n > 3.
H adalah subgrup normal trivial, H = {(1)}
S adalah subhimpunan dari S, yang memiliki panjang sikel-n, misal
S = (a,a, ... ay), sehingga
HSH = {(1} ° {(a1az ... an)}°{(1)}
= {(a,1a; ... ay)}
Banyaknya koset dari S,, adalah

Su| _ n!
SpiH| = ——=—

Menurut Gilbert dan Gilbert (2009:167), jika o(a) adalah berhingga, maka

m = o(a) adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian sehingga a™ = e.
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Sehingga order elemen dari S yang memiliki panjang sikel-n adalah n. Sehingga
pada graf koset ini, setiap unsur jika dioperasikan dengan dirinya sendiri sebanyak
n kali akan kembali ke dirinya sendiri, dengan maksud lain akan membentuk graf
sikel dengan n titik.

Jadi terbukti bahwa graf koset dari subgrup normal trivial di grup S,
dengan S € S, membentuk digraf yang memiliki %’ komponen yang berbentuk C,,,
atau dapat ditulis dengan digraf yang memiliki (n —1)! komponen yang
berbentuk C,.

3.2 Kajian Agama

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan pada graf koset pada
subgrup normal didapatkan bahwa jika suatutitik yang terhubung ke titik lain
maka keterhubungan tersebut akan kembali ke titik semula, dan jika suatu titik
tidak terhubung dengan titik lain maka tidak ada pula keterhubungan ke titik
semula. Keterhubungan graf koset tersebut direpresentasikan sebagai akhlak
terhadap Allah Swt dan akhlak terhadap sesama manusia.

Akhlak terhadap sesama manusia (hablumminannas) salah satunya adalah
ukhuwah (persaudaraan). Ukhuwah (persaudaraan) adalah keterikatan hati dan
jiwa satu sama lain dengan ikatan agidah. Seperti yang telah disebutkan dalam al
Hujurat ayat 10, yaitu:

/{ - L > "’ P M A z Ei/ 9/5} .7 EQC ff"//é’.”} {/// "/9:.; LI
DTy W[ N PR A Yy St S (AN M ey
“Orang-orang beriman itu Sesungguhnya bersaudara. sebab itu damaikanlah

(perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah terhadap Allah,
supaya kamu mendapat rahmat”.

Ayat diatas menjelaskan bahwa setiap mukmin adalah saudara. Setiap mukmin

haruslah menjaga ukhuwah (persaudaraan) dengan mukmin lainnya. Ayat ini
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menghendaki ukhuwah kaum mukmin harus benar-benar kuat, lebih kuat daripada
persaudaraan karena nasab. Sesungguhnya Allah Swt merahmati setiap mukmin
yang menjaga ukhuwah dengan mukmin lainnya.

Salah satu ukhuwah adalah silaturahim. Selain ibadah yang wajib, Islam
menyuruh umatnya untuk memperbanyak silaturahim dengan siapapun dan
dimanapun. Silaturahim merupakan ibadah yang mulia, mudah dan membawa
berkah. Jika seorang muslim menyambung tali silaturahim ke sesama muslim
maka hubungan kedua muslim tersebut akan semakin erat, sedangkan jika salah
satu muslim tidak menjaga tali silaturahim maka dapat saja hubungan keduanya
akan terputus. Seperti yang telah di firmankan oleh Allah Swt dalam surat an-

Nisaa’ ayat 1 yang berbunyi:

L/il'_: LT wT;ﬁjdﬂ%wwo»WJWL&sﬁﬁg

z

o =z _ z Z ~ -, /QC }g.a//é.a .@4/ }/.., _ - o ’E ",4/’ g~ /,
j%ﬁb)%s/;uj‘}ﬁi\jﬂldtﬂ\dﬂcwgqu[P)Y\jdlé.b £
2 o~ Z ol

Sl

“Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah menciptakan
kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan isterinya; dan dari
pada keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan perempuan yang
banyak. Dan bertakwalah kepada Allah yang dengan (mempergunakan) nama-

Nya kamu saling meminta satu sama lain, dan (peliharalah) hubungan
silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan mengawasi kamu”.

Avyat tersebut menjelaskan bahwa Allah Swt memerintahkan kepada makhluk-Nya
agar bertakwa kepada-Nya, yaitu menyembah kepada-Nya dan tidak membuat
sekutu bagi-Nya. Juga mengingatkan kepada makhluk-Nya vyang telah
menciptakan mereka dari seorang diri berkat kekuasaannya tersebut yaitu Adam

a.s. kemudian diciptakan istri Adam a.s. yaitu Siti Hawa a.s. dari tulang rusuk
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sebelah kiri bagian belakang Adam a.s. Allah Swt mengembangbiakkan banyak
laki-laki dan perempuan dari Adam a.s. dan Hawa a.s. lalu menyebarkan mereka
ke seluruh dunia. Oleh kebesaran-Nya itulah makhluk-Nya akan meminta satu
sama lain dengan menyebut nama-Nya dan menjanga hubungan silaturahim. Nabi

Muhammad Saw bersabda:

liog g Zalad 13) o i 5 KA, phoigh o
“Orang yang menyambung silaturahim itu, bukanlah yang menyambung
hubungan yang sudah terjalin, akan tetapi orang yang menyambung silaturahim
ialah orang yang menjalin kembali hubungan kekerabatan yang sudah terputus”.
[Muttafaqun ‘alaihi].
Begitulah ayat tersebut menjelaskan bahwa harus senantiasa menjaga tali
silaturahim karena dengan menjaga itulah hubungan manusia dengan sesama
makhluk Allah Swtdapat terus terjalin, apabila salah satu diantara kedua makhluk
itu ada yang memutuskan tali silaturahim tetapi makhluk yang lainnya masih terus
menjaga silaturahimnya maka hubungan mereka masih terjalin meskipun lemah,
tetapi apabila kedua makhluk Allah Swt itu sama-sama memutuskan tali
silaturahim maka tidak ada hubungan yang terjalin antara mereka. Jika dimisalkan

secara berturut-turut H, dan Hyadalah makhluk ciptaan Allah Swt, berikut ini

adalah gambar yang merepresentasikannya:

Gambar 3.13 Representasi Graf Koset dengan Silaturahim



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan pada bab sebelumnya,
diperoleh beberapa pola komponen graf koset dari subgrup normal di grup
simetri-n yaitu:

a. Graf koset dari subgrup normal yang tak sejati dengan subhimpunan yang
memiliki panjang sikel-n hanya memiliki satu komponen yang membentuk
digraf nol dengan satu titik (N, ).

b. Graf koset dari subgrup normal yang trivial dengan subhimpunan yang
memiliki panjang sikel-n akan membentuk digraf yang memiliki (n — 1)!

komponen yang berbentuk C,,.

4.2 Saran

Penelitian ini membahas tentang pola komponen graf koset dari subgrup
normal di grup simetri-n dengan subhimpunan tunggal yang memiliki panjang
sikel-n. Pada penelitian selanjutnya penulis memberikan saran untuk menentukan
graf koset dari subgrup normal di grup simetri-n dengan subhimpunan tunggal

selain unsur yang memiliki panjang sikel-n atau subhimpunan yang tidak tunggal.
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5. |06 April2017 | ACC BabIdan BabII 5. Pv '
6. | 07 April 2017 ACC Kajian Keagamaan 6. J:;a-
7. | 04 Mei 2017 Konsultasi Bab IIT dan Bab IV 7. v *
8. | 08 Mei 2017 Konsultasi Agama Bab III 8.
9. |26 Juli 2017 Revisi Bab III dan Bab IV 9. pv
10. | 24 Juli 2017 Revisi Agama Bab 111 " 10.
11. | 02 Agustus 2017 | ACC Bab III dan IV v )
12. | 04 Agustus 2017 | ACC Agama Bab III S 12 4
13. | 16 Agustus 2017 | ACC Keseluruhan 13. v
14. | 07 Agustus 2017 | ACC Kajian Keagamaan 7 P

Malang, 25 Agustus 2017
Mengetahui,
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