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ABSTRAK 

Fitria, Wahyu Nuril. 2017. Sifat-sifat Turunan Fraksional Kiri dan Kanan. 

Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Hairur 

Rahman, M.Si. (II) Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Kata Kunci: Fungsi Gamma, Fungsi Beta, Integral Fraksional, Turunan 

Fraksional. 

 

Istilah fraksional muncul atas pemikiran L’ Hopital dan Leibniz mengenai 

suatu turunan menggunakan orde bukan bilangan bulat. Sehingga mulai lahir istilah 

kalkulus fraksional, kalkulus fraksional terdiri dari integral fraksional dan turunan 

fraksional. Untuk suatu fungsi yang terdefinisikan pada bilangan riil menggunakan 

turunan orde−𝛼, dengan 𝛼 bilangan riil positif. Tujuan dari penelitian ini adalah 

menjelaskan dengan bukti secara rinci dari sifat-sifat turunan fraksional kiri dan 

kanan. Hasil skripsi ini adalah sifat-sifat turunan fraksioanal kiri, yaitu: kelipatan 

konstanta, penjumlahan, pengurangan, komposisi dengan orde bilangan bulat, 

turunan fraksional sebagai invers kiri dari integral fraksional, turunan fraksional 

sebagai invers kanan dari integral fraksional dengan syarat tertentu, komposisi pada 

turunan fraksional kiri. Sifat-sifat turunan fraksional kanan yaitu: kelipatan 

konstanta, penjumlahan, pengurangan, komposisi dengan orde bilangan bulat, 

turunan fraksional sebagai invers kiri dari integral fraksional, turunan fraksional 

sebagai invers kanan dari integral fraksional dengan syarat tertentu, komposisi pada 

turunan fraksional kanan. Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat 

menggunakan orde yang lebih luas lagi atau dapat mengaplikasikan pada ruang 

Lebesgue atau pada ruang Morrey yang diperumum. 
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ABSTRACT 

Fitria, Wahyu Nuril. 2017. Properties of Left-Sided and Right-Sided Fractional 

Derivatives. Thesis. Departement of Mathematics, Faculty of Sains and 

Technology, Maulana Malik Ibrahim State Islamic University Malang. 

Advisors: (I) Hairur Rahman, M.Si. (II) Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Keyword: Gamma Function, Beta Function, Fractional Integrals, Fractional 

Derivatives. 

 

The fractional term arose after L 'Hopital and Leibniz concerning a 

derivative with a non-integer order. Thus the term fractional calculus begun, the 

fractional calculus consists of a fractional integral and a fractional derivative. For a 

given function defined on real number uses derivatives 𝛼 −order, where 𝛼  is a 

positive real number. The purpose of this study is to explain the properties of the 

left and right fractional fractions with detailed proof. The results of this research 

are the properties of left-sided fractional derivatives are: multiple constants, 

addition, subtraction, composition with the order of an integer, the fractional 

derivative of inverse integral of left as a fractional, fractional derivative as the 

inverse of the fractional integrals of right with certain conditions, the composition 

on the the fractional derivative left. The properties of right-sided fractional 

derivatives are: multiple constants, addition, subtraction, composition with the 

order of an integer, the fractional derivative of inverse integral of left as a fractional, 

fractional derivative as the inverse of the fractional integrals of right with certain 

conditions, the composition on the the fractional derivative right. For further 

research, ity is expected to use a higher order again or can apply into the Lebesgue 

space or in Morrey space that generalized. 
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 ملخص

بة شع. جامعي بحث. واليمين اليسارة سور الك تفاضلال خصائص. 7102الفطريةّ، وحي نور. 
. مالانج إبراهيم مالك مولانا الحكوميّة الإسلاميّة الجامعة والتكنولوجيّا، العلوم كلية الرياضيّات،

 أحمد نصحدين، الماجستير. (7)هير الرحمن، الماجستير.  (0) :المشرف
 

 .تفاضل كسورة ،كسورة  متكاملة بيتا، دالة غاما، دالة: سيةالكلمة الرئي
 

حساب  على صيبي Leibnizو  L’ Hopital لى اساس كسور تظهر عالتكامل   مصطلح
ليس صحيحا. حيث الوليدة حتى من حساب التفاضل والتكامل الكسري، حساب يستعمل بترتيب 

دد الحقيقي محددة على الع دالةور. لأداء كسمتكاملة  و  التفاضلالكسري يتكون من التفاضل والتكامل 
. والأهداف من هذا البحث هي لتشرح بالتفصيل موجب عدد حقيقي α، مع  α التفاضلترتيب 

 التفاضلخصائص  هي ا البحثاليسار واليمين. نتائج هذ ةكسور    التفاضل الأدلة على خصائص
ما صحيح، والمشتقات كسور كومضاعفات ثابتة، والجمع، والطرح، وتكوين اليسار، هي   ةكسور 

كسور كعكس صحيح من التكامل كسور مع ظروف   التفاضلعكس اليسار من كسور متكاملة، 
الجمع، ومضاعفات ثابتة، و اليمين، هي  ةكسور  التفاضلخصائص معينة، وتكوين كسور اليسار. 

  التفاضل،  ةر و كس كما عكس اليسار من متكاملة  ةكسور  التفاضلوالطرح، وتكوين الترتيب الصحيح، 
ويرجى  كعكس صحيح من التكامل الجزئي مع ظروف معينة، وتكوين جزء كسور الصحيح.  ةكسور 

  Morrey فضاءاو فى  Lebesgue  فضاءوليطبيق فى  اوسع الرتبةعلى البحث الآتي ان يستخدم 
.العام
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BAB I 

 PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Allah telah menjadikan manusia sebagai makhluk yang sempurna daripada 

makhluk lain. Dengan diberikannya akal membuat manusia untuk senantiasa selalu 

bersyukur atas nikmat-Nya. Bersyukur bisa dengan hati, lisan, ataupun dengan 

perbuatan. Cara bersyukur dengan hati adalah mengakui sepenuh hati apa pun 

nikmat yang sudah diperoleh itu merupakan dari Allah. Bersyukur dengan lisan 

yaitu dengan mengucapkan Alhamdulillah. Sedangkan cara bersyukur dengan 

perbuatan yaitu senantiasa menjalankan segala perintah dan perbuatan yang 

diperintahkan oleh Allah. Salah satu perintah kecil dari Allah yang dijumpai dalam 

al-Quran adalah berpikir sesuai dalam surat al-Hasr/59:21  

نزَلۡۡاََّهََٰذَاََّّلوََّۡ
َ
يۡتَهََُّّٱلۡقُرۡءَانََّأ

َ
َّجَبَلَّٖل رَأ َٰ ِنَّۡخَشۡيَةََِّّۥعََلَ عَّٗٗم  ِ تَصَد  ِهَّخََٰشِعٗاَّمُّ َّوَتلِۡكَََّّٱلل 

َ
َّمۡلََٰلَُّٱلۡ

رُونََّنضَِۡۡبَُّ ٢١ََّّهَاَّللِن اسَِّلعََل هُمَّۡيَتَفَك 
“Kalau sekiranya Kami menurunkan al-Quran ini kepada sebuah gunung, pasti 

kamu akan melihatnya tunduk terpecah belah disebabkan takut kepada Allah. Dan 

perumpamaan-perumpamaan itu Kami buat untuk manusia supaya mereka 

berpikir”(QS. al-Hasyr/59:21). 

 

Berpikir dalam Kamus Besar Bahasa Indonesia bermakna menggunakan akal 

budi untuk mempertimbangkan dan memutuskan sesuatu. Sejalan dengan adanya 

ilmu pengetahuan yang ada, maka sangat tepat untuk manusia terus berpikir atau 

mengembangkan ilmu pengetahuan yang ada secara lebih luas lagi. Sehingga dapat 

menemukan pengetahuan-pengetahuan yang lebih beragam dan menarik. Hal 

tersebut sama dengan apa yang dilakukan para matematikawan yang terus 
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mengembangkan berbagai bidang ilmu matematika. Diantaranya Al-Khawarizmi, 

Tsabit bin Qurrah, dan masih banyak lagi. 

Al-Khawarizmi adalah seorang ilmuwan muslim terbaik pada masanya. 

Beliau merupakan orang yang pertama kali memperkenalkan ilmu aljabar dalam 

suatu bentuk dasar yang dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari (Dwiyono, 

2012:1). Tokoh Tsabit bin Qurrah adalah ilmuan muslim yang memiliki peranan 

penting dalam perhitungan integral, geometri analitik, konsep angka-angka riil dan 

kalkulus. Sedangkan tokoh lain yaitu Al-Biruni merupakan sosok ilmuan muslim 

yang juga mengembangkan berbagai ilmu dalam matematika pada abad ke-10 dan 

11. Beliau menggunakan prinsip-prinsip geometri untuk membuktikan rumus 

kalkulus yang ditemukan oleh Tsabit bin Qurrah (Dwiyono, 2012:22). 

Perkembangan kalkulus berada pada puncaknya pada tahun 1650 dan 1660. 

Hasil penemuannya berupa perhitungan dan konstruksi garis singgung yang berasal 

dari Cavalieri, Torricelli, Fermat, Pascal, Barrow, dan yang lain. Mereka juga 

berpendapat bahwa akhir dari penemuan kalkulus dijadikan sebagai disiplin ilmu 

yang hampir tidak dapat dihindarkan pada beberapa tahun selanjutnya. Langkah 

akhir penemuan kalkulus dilakukan oleh dua tokoh besar yang genius yaitu Issac 

Newton yang dikenal dengan sebutan “dua pengaruh tahun 1665 dan 1666”, dan 

juga oleh Gottfried Wilhelm Leibniz selama dia tinggal di Paris dari tahun 1672 

sampai 1676 (Simmons, 1992:141).  

Leibniz menggunakan simbol 𝑑𝑥 dan 𝑑𝑦 untuk melambangkan pertambahan 

“kecil takhingga” dari 𝑥 dan 𝑦, ∆𝑥 dan ∆𝑦 melambangkan pertambahan berhingga 

dari 𝑥 dan 𝑦. Untuk 𝑦 sebagai  fungsi dari 𝑥 dapat dituliskan “𝑦 = 𝑓(𝑥)”. Turunan 

𝑦 terhadap 𝑥,  kemudian dipandang sebagai suatu limit dengan  
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

leibniz menyebut 𝑑𝑦/𝑑𝑥 suatu hasil bagi dari dua bilangan yang sangat kecil, arti 

perkataan sangat kecil tidaklah jelas. Tetapi, 𝑑𝑦/𝑑𝑥 merupakan lambang baku 

untuk turunan (Purcell, 1987:146). 

Secara umum orde turunan dari suatu fungsi itu berupa bilangan bulat. 

Sehingga jika diberikan suatu fungsi, maka dapat ditentukan turunan orde ke satu, 

kedua, ketiga, dan seterusnya. Dengan perkembangan zaman para ilmuan 

senantiasa mengembangkan ilmu-ilmu tersebut untuk dikaji dan diteliti leebih luas 

lagi. Sehingga jika suatu turunan dapat dinyatakan turunan orde ke satu, kedua. 

Maka selanjutnya para ilmuan mengembangkan dengen orde turunan yang bukan 

bilangan bulat. Salah satu tokoh yang mengembangkan orde tersebut adalah 

Leibniz. 

Notasi yang sudah dikenalkan Leibniz diatas mengenai turunan ke−𝑛, 
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛, 

dengan 𝑛 suatu bilangan bulat. Kemudian timbul pertanyaan mengenai makna dari 

sebuah turunan bila orde turunan tersebut bukan bilangan bulat, 
𝑑𝑣𝑦

𝑑𝑥𝑣
 dengan 𝑣 suatu 

bilangan real. L’Hopital menganggap bahwa pertanyaan tentang makna orde 

fraksional dari sebuah turunan memiliki kaitan dengan apa yang diperkenalkan oleh 

Leibniz. Pada tahun 1695, L’Hopital menulis pertanyaan yang ditujukan kepada 

Leibniz, “Bagaiamana jika 𝑣 bernilai 
1

2
 ?”. Leibniz menanggapi pertanyaan 

L’Hopital dengan menjawab bahwa “ 𝑑1/2𝑥 akan sama dengan 𝑥√𝑑𝑥: 𝑥” 

(Alfiniyah, 2010:1). 

Perkembangan orde turunan dapat dilihat sejak dilontarkannya pertanyaan 

L’Hopital kepada Leibniz. Sejak itu timbullah generalisasi dari turunan berode 
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bilangan bulat menjadi turunan berorde bukan bilangan bulat misalnya pada 

bilangan rasional atau bilangan riil. Generalisasi itu dapat dinamakan integral dan 

turunan fraksional. Selanjutnya banyak beberapa tokoh yang mengembangkan 

integral dan turunan fraksional dengan orde fraksional diantaranya Lioville, 

Grunwald, Letnikov dan Reimann. Kajian yang mengenai turunan fraksional bisa 

didapatkan diberbagai jurnal ataupun artikel. Sehingga penulis ingin mengkaji hal 

dasar dengan melengkapi bukti-bukti yang tidak banyak ditemukan diberbagai 

sumber buku, artikel maupun jurnal. Hal dasar tersebut yakni berupa “Sifat-Sifat 

Turunan Fraksional Kiri dan Kanan”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana sifat-sifat turunan fraksional kiri? 

2. Bagaimana sifat-sifat turunan fraksional kanan? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengetahui sifat-sifat turunan fraksional kiri. 

2. Mengetahui sifat-sifat turunan fraksional kanan. 

 

1.4 Manfaat Penelitian  

Adapun manfaat dalam penelitian ini dapat dijadikan sebagai landasan dalam 

sifat-sifat turunan fraksional kiri dan kanan. Selain itu juga sebagai referensi dalam 

perkembangan ilmu matematika saat ini, terkhusus dalam bidang analisis.  
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1.5 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini, batasan masalah yang digunakan adalah turunan ke−𝑛 

dari suatu fungsi kontinu yang terdefinisikan pada daerah bilangan riil (ℝ) dengan 

interval [𝑎, 𝑏]. Selanjutnya akan dicari turunan orde ke−𝑛 dengan 𝑛 suatu bilangan 

riil positif. 

 

1.6 Metode penelitian  

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode 

kepustakaan (library research). Library research adalah melakukan penelitian 

dengan mengumpulkan berbagai informasi dan data dengan bantuan buku, jurnal, 

artikel, dan berbagai sumber yang berkaitan dengan turunan, turunan fraksional kiri, 

dan turunan fraksional kanan. Penelitian ini merupakan penelitian pengembangan 

yaitu dengan melengkapi bukti dari sifat-sifat turunan fraksional kiri dan sifat-sifat 

turunan fraksional kanan. Adapun langkah-langkah penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Menelaah definisi kalkulus turunan, fungsi-fungsi khusus diantaranya fungsi 

gamma dan fungsi beta. 

2. Merumuskan definisi turunan fraksional kiri dan kanan beserta contoh-

contohnya. 

3. Membuktikan sifat-sifat turunan fraksional kiri dan kanan menggunakan 

proposisi dan teorema yang telah ada kemudian menjelaskan dan melengkapinya 

dengan bukti. 

4. Membuat kesimpulan dari pembahasan penelitian.  
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1.7  Sistematika Penulisan  

Dalam penulisan skripsi ini, peneliti menggunakan sistematika penulisan 

yang terdiri dari empat bab, kemudian masing-masing bab dibagi menjadi subbab-

subbab dengan sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I  Pendahuluan, berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, 

dan sistematika penulisan.  

Bab II Kajian pustaka, berisi dasar teori-teori yang mendukung bagian 

pembahasan yaitu limit, turunan (kiri dan kanan), keterdiferensialan, 

aturan turunan, turunan tingkat tinggi, fungsi gamma, fungsi beta, integral 

fraksional, dan kutipan lain dari berbagai sumber. 

Bab III Pembahasan, berisi pemaparan bukti dari sifat-sifat turunan fraksional kiri 

dan sifat-sifat turunan fraksional kanan. 

Bab IV Kesimpulan dan saran, berisi kesimpulan dari pembahasan, serta saran 

untuk penelitian berikutnya. 
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Fungsi 

Definisi 2.1 

Misalkan A dan B himpunan-himpunan tidak kosong. Sutu fungsi 𝒇 dari A ke 

B ditulis 𝒇 ∶  𝑨 → 𝑩 adalah himpunan pasangan terurut 𝒇 ⊂ 𝑨 × 𝑩 sehingga  

i. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴, ada 𝑦 ∈ 𝐵 berlaku (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 

ii. Jika (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 dan (𝑥, 𝑧) ∈  𝑓, maka 𝑦 = 𝑧 (Dedi, 2005:26). 

Apabila (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓, ditulis 𝑦 = 𝑓(𝑥) atau 𝑓 ∶ 𝑥 → 𝑦, dan 𝑦 disebut nilai 

fungsi 𝑓 di 𝑥. Himpunan 𝐴 disebut daerah asal (daerah definisi/domaian/wilayah) 

fungsi 𝑓 dan dinotasikan dengan 𝐷𝑓. Sedangkan himpunan {𝑦 ∈ 𝐵|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓} 

disebut daerah nilai (daerah hasil/range/jelajah) fungsi 𝑓 dan dinotasika dengan 𝑅𝑓. 

Contoh: Diberikan persamaan 𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 − 5. Fungsi 𝑓: 𝐷 →  𝑅 dengan 𝑦 =

𝑓(𝑥) adalah himpunan semua pasangan terurut (𝑥, 𝑦) sehingga 𝑥 dan 𝑦 memenuhi 

persamaan 𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 − 5 yaitu 

𝑓 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥2 + 4𝑥 − 5, 𝑥 ∈ 𝐷} 

Dari definisi fungsi 𝑓 diatas, diperoleh  

Untuk 𝑥 = 1 → 𝑦 = 0 

Untuk 𝑥 = 2 → 𝑦 = 7 

Jadi (1,0) , (2,7) ∈ 𝑓. 
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Definisi 2.2 (Fungsi Floor dan Ceiling) 

Misalkan 𝒙 adalah bilangan riil, berarti 𝒙 berada di antara dua bilangan bulat. 

Fungsi floor dari 𝒙, dilambangkan dengan ⌊𝒙⌋ dan fungsi ceiling dari 𝒙 

dilambangkan ⌈𝒙⌉. Definisi kedua fungsi adalah: 

⌊𝑥⌋ menyatakan nilai bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama 

dengan 𝑥 

⌈𝑥⌉ menyatakan bilangan bulat terkecil yang lebih besar atau sama dengan 𝑥 

(Munir, 2012:136). 

Sesuai definisi diatas, dapat dikatakan bahwa fungsi 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟 membulatkan ke 

bawah, sedangkan fungsi ceiling membulatkan 𝑥 ke atas. Untuk selisih 𝑥 − ⌊𝑥⌋ 

disebut bagian pecahan dari 𝑥 dan dilambangkan dengan {𝑥}. Jika 𝑥 bilangan bulat, 

maka ⌊𝑥⌋ = ⌈𝑥⌉  dan {𝑥} = 0. Sedangkan, jika 𝑥 bukan bilangan bulat, maka ⌈𝑥⌉ =

⌊𝑥⌋ + 1. 

Definisi 2.3 Sifat terurut rapi dari ℕ 

Setiap himpunan subset tak kosong dari ℕ memiliki satu elemen terkecil 

(Bartle, 2010:12).  

Definisi 2.4  Sifat Archimedean 

Jika 𝒙 ∈ ℝ, maka ada 𝒏𝒙 ∈ ℕ sedemikian hingga 𝒙 ≤ 𝒏𝒙 (Bartle, 2010:42). 

Bukti: 

Saat pernyataan itu salah, maka 𝑛 < 𝑥 untuk semua 𝑛 ∈ ℕ, karena 𝑥 adalah batas 

atas dari ℕ. Oleh karena itu dengan menggunakan sifat kelengkapan, himpunan tak 

kosong ℕ mempunyai supremum 𝑢 ∈ ℝ. Mengurangkan 1 dari 𝑢 memberi nilai 𝑢 −

1, yang paling kecil dari supremum 𝑢 dari ℕ. Oleh karena itu 𝑢 − 1 bukan batas 

atas dari ℕ. jadi ada 𝑚 ∈ ℕ dengan 𝑢 − 1 < 𝑚. Dengan menambah 1 memberikan 
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nilai 𝑢 < 𝑚 + 1, dan saat 𝑚 + 1 ∈ ℕ, pertidaksamaan ini kontradiksi dengan fakta 

bahwa 𝑢 adalah sebuah batas atas dari ℕ. 

Akibat 2.5 

Jika 𝒚 > 𝟎 ada 𝒏𝒚 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝒏𝒚 − 𝟏 ≤ 𝒚 < 𝒏𝒚 (Bartle, 

2010:42). 

Bukti:  

Dengan menggunakan sifat Archimedian, bahwa subset 𝐸𝑦 ≔ {𝑚 ∈ ℕ ; 𝑦 < 𝑚} 

dari ℕ adalah tidak kosong. Dengan menggunakan sifat teurut rapi 𝐸𝑦 memiliki saru 

elemen terkecil yang kita notasikan dengn 𝑛𝑦, maka 𝑛𝑦 − 1 bukan milik 𝐸𝑦. 

Sehingga kita punya 𝑛𝑦 − 1 ≤ 𝑦 < 𝑛𝑦. 

 

2.2 Deret Taylor 

Definisi 2.6  

Jika fungsi 𝒇 dapat diturunkan secara terus-menerus di 𝒙 = 𝒂, maka Deret 

Taylor dari fungsi 𝒇 didefinisikan sebagai berikut: 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑎) +
𝑓′(𝑎)

1!
 (𝑥 − 𝑎) +

𝑓′′(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 +

𝑓′′′(𝑎)

3!
(𝑥 − 𝑎)3 

 
  

+ ⋯ +
𝑓(𝑘)(𝑎)

𝑘!
(𝑥 − 𝑎)𝑘 + ⋯ 

  (Sugiman, 2005:36).  

Teorema 2.7 (Bentuk Integral dari Suku Sisa Taylor) 

Misalkan 𝑓 sebuah fungsi pada interval 𝐽 dengan 𝑓(𝑛) kontinu pada 𝐽. 

Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐽. Maka 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) +
𝑓′(𝑎)

1!
 (𝑏 − 𝑎) + ⋯ +

𝑓(𝑛−1)(𝑎)

(𝑛 − 1)!
(𝑏 − 𝑎)𝑛−1 + 𝑅𝑛 

dengan 
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𝑅𝑛 = ∫
(𝑏 − 𝑡)𝑛−1

(𝑛 − 1)!
𝑓(𝑛)(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 (Kumar & Kumaresan. 2014:203). 

Bukti: 

Diawali dengan  

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + ∫ 𝑓′(𝑡)(𝑏 − 𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + (−𝑓′(𝑡)(𝑏 − 𝑡)|𝑎
𝑏 + ∫ 𝑓′′(𝑡)(𝑏 − 𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

) 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑏 − 𝑎) + ∫ 𝑓′′(𝑡)(𝑏 − 𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑏 − 𝑎) + (𝑓′′(𝑡)
(𝑏 − 𝑡)

2
|

𝑎

𝑏

+ ∫ 𝑓(3)(𝑡)
(𝑏 − 𝑡)2

2
 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

) 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑏 − 𝑎) + 𝑓′′(𝑎)
(𝑏 − 𝑎)2

2
+ ∫ 𝑓(3)(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)2

2
 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

asumsikan untuk 𝑅𝑘 adalah benar 

𝑅𝑘 = ∫
(𝑏 − 𝑡)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑓(𝑘)(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

kemudian dengan memisalkan 

𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑘)(𝑡).  𝑣(𝑡) = −(𝑏 − 𝑡)𝑘−1 

sehingga diperoleh  

∫ 𝑓(𝑘)(𝑡)
(𝑏 − 𝑡)𝑘−1

(𝑛 − 1)!
 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑘)(𝑡)
(𝑏 − 𝑡)𝑘

𝑘!
+ ∫

(𝑏 − 𝑡)𝑘

𝑘!
𝑓(𝑘+1)(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

dengan menggunakan induksi, maka diperoleh 𝑅𝑛 terbukti. 
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2.3 Limit dan Kekontinuan 

Definisi 2.8 (Makna Limit secara Intuisi)  

Untuk mengatakan bahwa 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒄

𝒇(𝒙) = 𝑳, berarti bahwa ketika 𝒙 dekat tetapi 

berlainan dari 𝒄,  maka 𝒇(𝒙) dekat ke 𝑳 (Purcell, 2007:57). 

Definisi 2.9 (Limit Kiri dan Limit kanan)   

Untuk mengatakan bahwa 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒄+

𝒇(𝒙) = 𝑳, Berarti bahwa ketika 𝒙 dekat tetapi 

pada sebelah kanan 𝒄, maka 𝒇(𝒙) dekat ke−𝑳. Demikian pula, untuk 

mengatakan bahwa 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒄−

𝒇(𝒙) = 𝑳. Berarti bahwa ketika 𝒙 dekat tetapi pada 

sebelah kiri 𝒄, maka 𝒇(𝒙) adalah dekat ke−𝑳 (Purcell, 2007:59).  

Contoh: Buktikan bahwa lim
𝑥→2

𝑥2 = 4 

Diberikan sebarang bilangan 𝜀 > 0 akan dicari bilangan 𝛿 > 0 sehingga berlaku  

0 < |𝑥 − 2| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 4| < 𝜀 

0 < |𝑥 − 2| < 𝛿 ⇒ |𝑥2 − 4| < 𝜀 

0 < |𝑥 − 2| < 𝛿 ⇒ |𝑥 + 2||𝑥 − 2| < 𝜀 

Misalkan 0 < 𝛿 ≤ 1, dari hubungan 0 < |𝑥 − 2| < 𝛿 ≤ 1 dan ketaksamaan 

segitiga diperoleh  

|𝑥 + 2| = |𝑥 − 2 + 4| ≤ |𝑥 − 2| + 4 < 1 + 4 = 5 

Berdasarkan hasil ini, kemudian ditentukan untuk suatu 𝛿 > 0 sehingga 

memenuhi  

0 < |𝑥 − 2| < 𝛿 →  |𝑥 + 2||𝑥 + 2| < 5|𝑥 + 2| < 𝜀 

Untuk sebarang 𝜀 > 0, pilih 𝛿 = min {1,
1

5
𝜀} , maka dengan menggunakan 𝛿 ≤

1 dan 𝛿 ≤
1

5
𝜀 diperoleh  

0 < |𝑥 − 2| < 𝛿 →  |𝑥2 − 4| = |𝑥 + 2||𝑥 − 2| < 5|𝑥 + 2| < 5𝛿 ≤ 5.
1

5
𝜀 = 𝜀  
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Dengan demikian terbukti bahwa lim
𝑥→2

𝑥2 = 4. 

 

2.4 Turunan 

Konsep turunan memiliki beberapa hal yang berkaitan tentang fungsi dan 

limit, karena pada dasarnya turunan selalu berkaitan dengan pengerjaan limit. 

Secara matematik lim
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 adalah konsep yang sangat penting yang 

kemudian dinamakan ‘Turunan’ (derivative). 

Definisi 2.10  

Misalkan fungsi 𝒇 terdefinisi pada selang terbuka 𝑰 yang memuat 𝒂. Turunan 

pertama fungsi di 𝒙 =  𝒂 ditulis 𝒇′(𝒂) didefinisikan dengan 𝒇′(𝒂)  =

 𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝒂+𝒉)−𝒇(𝒂)

𝒉
  asalkan limit ini ada. 𝒇′ disebut fungsi turunan pertama dari 

fungsi asal 𝒇, nilai dari 𝒇′ untuk sebarang 𝒙 dalam 𝑰 adalah 𝒇′(𝒙) dengan 

𝒇′(𝒙) =  𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎

𝒇(𝒙+𝒉)−𝒇(𝒙)

𝒉
  asal limit ini ada. Domain dari fungsi 𝒇′ adalah 

semua nilai 𝒙 dimana limit diatas ada (Dedi, 2005:142). 

Sebuah limit lim
𝑥→𝑡

𝑓(𝑥) dikatakan ada. Jika limit kiri lim
𝑥→𝑡−

𝑓(𝑥) ada dan limit 

kanan, lim
𝑥→𝑡+

𝑓(𝑥) ada dan keduanya bernilai sama. Sesuai definisi diatas sudah 

dijelaskan bahwa turunan dari suatu fungsi 𝑓′(𝑎) =  lim
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
  jika limitnya 

ada. Sehingga nilai turunan pertama dari suatu fungsi 𝑓 dititik 𝑥 = 𝑎 turunan dari 

𝑓 didapatkan dari limitnya dengan limit kiri sama dengan limit kanan. 
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Definisi 2.11 (Turunan Kiri) 

Misalkan fungsi 𝒇 terdefinisi pada selang setengah terbuka (𝒕, 𝒂], Maka 

turunan kiri fungsi 𝒇 di 𝒙 = 𝒂 ditulis 𝒇−
′ (𝒂) didefinisikan dengan 𝒇−

′ (𝒂) =

𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎−

𝒇(𝒂+𝒉)−𝒇(𝒂)

𝒉
  asalkan limit ini ada (Dedi, 2005:145). 

Definisi 2.12 (Turunan Kanan)  

Misalkan fungsi 𝒇 terdefinisi pada selang setengah terbuka [𝒂, 𝒕), nilai 

turunan kanan fungsi 𝒇 di 𝒙 = 𝒂 ditulis 𝒇+
′ (𝒂) didefinisikan dengan 𝒇+

′ (𝒂)  =

𝒍𝒊𝒎
𝒉→𝟎+

𝒇(𝒂+𝒉)−𝒇(𝒂)

𝒉
 asalkan limit ini ada. Selanjutnya jika nilai turunan kiri di 

𝒙 = 𝒂 sama dengan nilai turunan kanan di 𝒙 = 𝒂, yaitu 𝒇−
′ (𝒂) = 𝒇+

′ (𝒂) maka 

dikatakan 𝒇′(𝒂) ada, atau 𝒇 terdiferensial (diferensiable) di 𝒙 = 𝒂 (Dedi, 

2005:145). 

Contoh: Diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = |𝑥| tunjukkan bahwa 𝑓′(0) tidak ada  

Karena 𝑓(𝑥) = |𝑥| = {
𝑥, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑥 ≥ 0

−𝑥, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑥 ≤ 0
 

Sehingga  

𝑓−
′(0) = lim

ℎ→0−

𝑓(0 + ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
 𝑓+

′(0) = lim
ℎ→0+

𝑓(0 + ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0−

−(0 + ℎ) − (0)

ℎ
 = lim

ℎ→0+

(0 + ℎ) − (0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0−

−ℎ

ℎ
 = lim

ℎ→0−

ℎ

ℎ
 

= −1 = 1 

Dari hasil diatas terlihat bahwa 𝑓−
′(0) dan 𝑓+

′(0) keduanya ada tapi tidak sama jadi 

𝑓′(0) tidak ada.  
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Suatu fungsi dapat terdiferensiasi apabila fungsi tersebut kontinu pada sebuah 

titik. Sesuai dengan teorema berikut: 

Teorema 2.13 (Keterdiferensialan menunjukkan kekontinuan)  

Jika 𝒇′(𝒄) ada maka 𝒇 kontinu di c (Purcell, 1987:118). 

Bukti:  

Akan ditunjukkan bahwa lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) . Sekarang  

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) +
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
(𝑥 − 𝑐), 𝑥 ≠ 𝑐 

Karena  

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→𝑐

[𝑓(𝑐) +
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
(𝑥 − 𝑐)] 

 
= lim

𝑥→𝑐
 𝑓(𝑐) + lim

𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)

𝑥 − 𝑐
(𝑥 − 𝑐) 

 = 𝑓(𝑐) + 𝑓′(𝑐) ∙ 0 

 = 𝑓(𝑐) 

Diferensiasi dan integrasi dapat dijadikan sebagai proses yang berkebalikan 

sehingga jika digabungkan menjadi teorema dasar kalkulus berikut: 

Teorema 2.14 (Teorema Dasar Kalkulus) 

Andaikan 𝒇 kontinu pada [𝒂, 𝒃] maka  

1. Jika 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡,
𝑥

𝑎
 maka 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) atau dapat dituliskan ulang 

menjadi  

𝑑

𝑑𝑥
(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

) = 𝑓(𝑥) 

2. ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎), dimana F adalah sembarang antiturunan dari 

𝑓 atau dengan kata lain, 𝐹′ = 𝑓 (Stewart, 2009:506). 
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Bukti: 

1. Teorema ini dibuktikan dengan definisi turunan, sifat integral tentu dan TNR 

(Teorema Nilai Rata-rata) integral. Misalkan fungsi f kontinu pada [𝑎, 𝑏] dan 

terdiferensialkan pada (𝑎, 𝑏). maka terdapat suatu 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sehingga 𝑓′(𝑐) =

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
. Kita misalkan 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] sehingga 𝑥 + ∆𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], maka  

𝐹′(𝑥) = lim
∆𝑥→0

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥)

∆𝑥
= lim

∆𝑥→ 0

1

∆𝑥
(∫ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑥+∆𝑥

𝑎

− ∫ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

) 

 = ∫ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡
𝑥+∆𝑥

𝑎

+ ∫ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑥

= lim
∆𝑥→ 0

1

∆𝑥
∫ 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

𝑥+∆𝑥

𝑥

 

 = lim
∆𝑥→ 0

1

∆𝑥
 .  𝑓(𝑐) . ∆𝑥, 𝑐 = 𝑥 + 𝜃∆𝑥, 0 ≤ 𝜃 ≤ 1 

 = lim
∆𝑥→ 0

 𝑓(𝑥 + 𝜃∆𝑥) = 𝑓 ( lim
∆𝑥→ 0

 (𝑥 + 𝜃∆𝑥)) = 𝑓(𝑥) 

sehingga terbukti untuk 
𝑑

𝑑𝑥
(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
) = 𝑓(𝑥). 

2. Buatlah partisi 𝑃 pada interval [𝑎, 𝑏] dengan titik-titik pembagian 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑖−1 < 𝑥𝑖 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 

karena 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], maka pada selang bagian ke−𝑖, [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] 

yang panjangnya ∆𝑥𝑖 fungsi 𝐹 kontinu dan terdiferensialkan. Akibatnya, 

menurut Teorema Nilai Rata-rata untuk turunan  

∃ 𝑐𝑖 ∈ (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖)  ∋ 𝑓(𝑐𝑖) = 𝐹′(𝑐𝑖) =
𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖
 

sehingga diperoleh  

𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1) = 𝑓(𝑐𝑖)(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖) = 𝑓(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

dengan menggunakan hasil ini,  

𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = (𝐹(𝑥𝑛) − 𝐹(𝑥𝑛−1)) + (𝐹(𝑥𝑛−1) − 𝐹(𝑥𝑛−2)) + ⋯ 
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  +(𝐹(𝑥1) − 𝐹(𝑥0)) 

 = ∑(𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖−1))

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑓(𝑐𝑖)

𝑛

𝑖=1

∆𝑥𝑖 

kemudian, karena fungsi 𝑓 kontinu pada [𝑎, 𝑏], maka jumlah Riemann ini 

mempunyai limit untuk ‖𝑃‖ → 0 .  Akibatnya diperoleh  

lim
‖𝑃‖→0

∑ 𝑓(𝑐𝑖)

𝑛

𝑖=1

∆𝑥𝑖 =  lim
‖𝑃‖→0

∑(𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎))

𝑛

𝑖=1

 

yang memberikan  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

sehingga terbukti bahwa ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎). 

 

2.5 Aturan Pencarian Turunan 

Dengan menggunakan definisi turunan yang sudah didefinisikan diatas dapat 

diperoleh aturan-aturan yang berlaku pada sebuah fungsi dengan aturan masing-

masing fungsi yang berbeda.  

Teorema 2.15 (Aturan fungsi konstan) 

Jika 𝒇(𝒙) = 𝒌 dengan 𝒌 suatu konstanta maka untuk sebarang 𝒙, 𝒇′(𝒙) = 𝟎, 

yakni 𝑫(𝒌) = 𝟎 (Purcell, 1987:122). 

Bukti: 

Karena 𝑓(𝑥 + ℎ) = 𝑓(𝑥) = 𝑘 , maka didapatkan  

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

𝑘 − 𝑘

ℎ
= 0 

Teorema 2.16 (Aturan fungsi identitas)  

Jika 𝒇(𝒙) = 𝒙, maka 𝒇′(𝒙) = 𝟏, yakni 𝑫(𝒙) = 𝟏 (Purcell, 1987:123). 
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Bukti: 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

𝑥 + ℎ − 𝑥

ℎ
= lim

ℎ→0
 
ℎ

ℎ
= 1 

Teorema 2.17 (Aturan kelipatan konstanta)  

Jika 𝒌 suatu konstanta dan 𝒇 suatu fungsi yang terdirensialkan, maka 

(𝒌𝒇)′(𝒙) = 𝒌 ⋅ 𝒇′(𝒙), yakni 𝑫[𝒌 ⋅ 𝒇(𝒙)] = 𝒌 ⋅ 𝑫𝒇(𝒙) (Purcell, 1987:124). 

Bukti: 

Misalkan 𝐹(𝑥) = 𝑘 ⋅ 𝑓(𝑥), maka  

𝐹′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

𝑘 ⋅ 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑘 ⋅ 𝑓(𝑥)

ℎ
 

 
= lim

ℎ→0
𝑘 ⋅

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= 𝑘 ⋅ lim

ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

 = 𝑘 ⋅ 𝑓′(𝑥) 

Teorema 2.18 (Aturan jumlah)  

Jika 𝒇 dan 𝒈 fungsi-fungsi yang terdiferensialkan, maka (𝒇 + 𝒈)(𝒙) =

𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙), yakni 𝑫[𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] = 𝑫𝒇(𝒙) + 𝑫𝒈(𝒙) (Purcell, 

1987:124). 

Bukti: 

Misalkan 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥), maka  

𝐹′(𝑥) = lim
ℎ→0

[𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑔(𝑥 + ℎ)] − [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]

ℎ
 

 
= lim

ℎ→0
[
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
+

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
] 

 
= lim

ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
+ lim

ℎ→0

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
 

 = 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) 
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Dari Teorema 2.17 dan Teorema 2.18 mengakibatkan sebuah sifat kelinieran 

sehingga menghasilkan  

Teorema 2.19 (Kelinieran)  

Jika 𝒇 dan 𝒈 adalah fungsi yang terdiferensialkan, 𝒂 dan 𝒃 adalah konstanta 

real, maka 𝑫[𝒂𝒇(𝒙) + 𝒃𝒈(𝒙)] = 𝒂𝑫𝒇(𝒙) + 𝒃𝑫𝒈(𝒙) (Dedi, 2005:158). 

Bukti: 

Dengan menggunakan sifat kelinieran limit  

lim
𝑥→𝑐

(𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥)) = 𝑎 (lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)) + 𝑏 (lim
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥)) 

sehingga dengan menggunakan definisi diatas dapat dipakai  

𝐷[𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥)] = lim
ℎ→0

[𝑎𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝑏𝑔(𝑥 + ℎ) − [𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥)]]

ℎ
 

 = 𝑎 [lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
] + 𝑏 [lim

ℎ→0

𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)

ℎ
] 

 = 𝑎𝐷𝑓(𝑥) + 𝑏𝐷𝑔(𝑥) 

Teorema 2.20 (Aturan selisih)  

Jika 𝒇 dan 𝒈 fungsi-fungsi yang terdiferensialkan, maka (𝒇 − 𝒈)(𝒙) =

𝒇′(𝒙) − 𝒈′(𝒙), yakni 𝑫[𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)] = 𝑫𝒇(𝒙) − 𝑫𝒈(𝒙) (Purcel, 

1987:125). 

Bukti: 

𝐷[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] =  𝐷[𝑓(𝑥) + (−1)𝑔(𝑥)] 

dengan Teorema 2.16 = 𝐷𝑓(𝑥) + 𝐷[(−1)𝑔(𝑥)] 

dengan Teorema 2.15 = 𝐷𝑓(𝑥) + (−1)𝐷𝑔(𝑥) 

 = 𝐷𝑓(𝑥) − 𝐷𝑔(𝑥) 
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2.6 Turunan Tingkat Tinggi  

Misalkan fungsi 𝑓 terdefinisi pada selang terbuka 𝐼 dan 𝐼′ = {𝑎 ∈

𝐼′ atau 𝑓′(𝑎) ada}. Karena 𝑓′(𝑎) didefinisikan melalui proses limit yang tunggal, 

maka untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼∗ terdapat tepat satu nilai 𝑓′(𝑎). Ini mengakibatkan 

pengaitan antara 𝑎 ∈ 𝐼∗ dengan 𝑓′(𝑎) ∈ ℝ merupakan suatu fungsi. Jika 𝑓(𝑘) ada 

untuk 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 maka fungsi turunan kedua, ketiga, dan seterusnya 

didefinisikan dengan cara yang sama seperti fungsi turunan pertama melalui proses 

limit, yakni : 

𝑓′′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓′(𝑥+ℎ)−𝑓′(𝑥)

ℎ
 bila limit ada 

𝑓′′′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓′′(𝑥+ℎ)−𝑓′′(𝑥)

ℎ
 bila limit ada 

𝑓𝑛(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓𝑛−1(𝑥+ℎ)−𝑓𝑛−1(𝑥)

ℎ
 bila limit ada (Dedi, 2005:181). 

Dari definisi turunan kedua, ketiga hingga turunan ke-n dapat dituliskan 

notasinya sebgai berikut  

𝑓(𝑛) atau 𝐷𝑥
𝑛(𝑦) atau

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
 

masing-masing notasi disebut notasi aksen, notasi d, dan notasi Leibniz. 

 

2.7 Anti Turunan 

Definisi 2.21 

Suatu fungsi 𝒇 disebut sebuah anti turunan dari suatu fungsi 𝒇 pada selang 𝑰 

jika untuk setiap nilai 𝒙 di dalam 𝑰 berlaku 𝑭′(𝒙) = 𝒇(𝒙) (Leithold, 

1986:386). 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 melambangkan sebarang anti turunan 𝑓(𝑥) . Dalam notasi ini, 

𝑓(𝑥)  disebut integran. 
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 Contoh: Diketahui 𝑓(𝑥) = sin 2𝑥 dan 𝐹(𝑥) = −
1

2
 cos 2𝑥. Apakah 𝐹(𝑥) suatu 

anti turunan dari 𝑓(𝑥). 

Penyelesaian:  

𝑑[𝐹(𝑥)]

𝑑𝑥
 = 

𝑑 [−
1
2 cos 2𝑥]

𝑑𝑥
 

 = − 
1

2
 .

𝑑(cos 2𝑥)

𝑑(2𝑥)
.
𝑑(2𝑥)

𝑑𝑥
 

 = −
1

2
 . (−sin 2𝑥)2 

 = sin 2𝑥 

 = 𝑓(𝑥) 

Jadi, jelas bahwa 𝐹(𝑥) merupakan suatu anti turunan dari 𝑓(𝑥). 

 

2.8 Integral Tak Tentu  

Suatu anti turunan dari suatu fungsi tidak tunggal, maka kita akan mempunyai 

bentuk anti turunan yang paling umum dari suatu fungsi pada selang 𝐼. Sehingga 

bentuk dari anti turunan dinamakan anti diferensial dari fungsi 𝑓 pada selang 𝐼 

adalah fungsi 𝑦 = 𝐹(𝑥) + 𝐶, dengan 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) pada 𝐼. 

Definisi 2.22  

Proses menentukan anti diferensial dari fungsi 𝒇 pada selang 𝑰 dinamakan 

integral tak tentu dari fungsi 𝒇 pada selang 𝑰, dan ditulis dengan lambang  

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

dengan 𝐹 suatu anti turunan dari 𝑓 pada 𝐼. Dan lambang ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 dibaca 

integral tak tentu dari 𝑓 (Martono, 1999:170). 

Contoh: Diberikan fungsi 𝐹(𝑥) = 2𝑥2, maka 𝑑𝐹(𝑥) = 4𝑥 𝑑𝑥. Sehingga diperoleh 
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∫ 𝑑𝐹(𝑥) = ∫ 4𝑥 𝑑𝑥 = 2𝑥2 + 𝐶 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

Lambang  

∫ 4𝑥 𝑑𝑥 = 2𝑥2 + 𝐶 

Menyatakan bahwa integral tak tentu dari fungsi 𝑓(𝑥) = 4𝑥, 𝑥 ∈ ℝ terhadap 

peubah 𝑥 hasilnya adalah fungsi 𝐹(𝑥) = 2𝑥2 + 𝐶, 𝑥 ∈ ℝ dan 𝐶 konstanta real. 

 

2.9 Fungsi Gamma  

Satu fungsi dasar dari kalkulus fraksional adalah fungsi gamma Euler Γ(𝑧) 

yang merupakan bentuk umum dari faktorial 𝑛! dan 𝑛 adalah sebarang bilangan 

bulat. Fungsi gamma Γ(𝑧) didefinisikan sebuah integral berikut 

Γ(𝑧) = ∫ 𝑒−𝑡 𝑡𝑧−1
∞

0

𝑑𝑡 

yang konvergen untuk setiap bilangan real positif 𝑧 (Podlubny, 1999:1). 

Beberapa sifat dasar dari fungsi gamma dapat berupa beberapa bentuk 

berikut: 

1. Γ(1) = 1 

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi fungsi gamma 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 

Γ(1) = ∫ 𝑡1−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 

 = ∫ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡
∞

0
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 = lim
𝑎→∞ 

∫ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡
𝑎

0

 

 = lim
𝑎→∞

[−𝑒−𝑡]0
𝑎 

 = lim
𝑎→∞

(−𝑒−𝑎 + 𝑒−0) 

 = lim
𝑎→∞

(−𝑒−𝑎 + 1) 

 = 1 

Jadi, terbukti bahwa Γ(1) = 1 

2. Γ(𝑥 + 1) = 𝑥!, 𝑥 ∈ ℕ 

Bukti: 

(i). Untuk 𝑥 = 1 maka Γ(1 + 1) = Γ(2) = 1! = 1 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 

Γ(2) = ∫ 𝑡2−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 

 = ∫ 𝑡 ∙ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡
∞

0

 

 = lim
𝑎→∞ 

∫ 𝑡 ∙  𝑒−𝑡 𝑑𝑡
𝑎

0

 

 = lim
𝑎→∞

[−[𝑡 ∙ 𝑒−𝑡]0
𝑎 + ∫ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡

𝑎

0

] 

 = lim
𝑎→∞

(−𝑎 ∙  𝑒−𝑎 + (−𝑒−𝑡)0
𝑎) 

 = lim
𝑎→∞

(−
𝑎

𝑒𝑎
+ 1) 

 = lim
𝑎→∞

(−
1

𝑒𝑎
+ 1) 

 = 1 

Sehingga jelas 1! = 1, Jadi pernyataan diatas (i) benar.  
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Jika Γ(𝑥) = (𝑥 − 1)! benar 

Ditunjukkan Γ(𝑥 + 1) = 𝑥!. Sehingga diperoleh: 

Γ(𝑥 + 1) 
= 

∫ 𝑡(𝑥+1)−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝑎

0

 

 

= 
∫ 𝑡𝑥 ∙  𝑒−𝑡

𝑎

0

𝑑𝑡 

 

= 
lim

𝑎→∞
∫ (𝑡−𝑥)

𝑎

0

𝑑( 𝑒−𝑡) 

 
= lim

𝑎→∞
([−𝑡𝑥 ∙  𝑒−𝑡]0

𝑎 −  ∫ 𝑒−𝑡
𝑎

0

 𝑑(−𝑡𝑥)) 

 

= 
lim

𝑎→∞
([−𝑡𝑥 ∙  𝑒−𝑡]0

𝑎 + ∫ 𝑒−𝑡
𝑎

0

∙ 𝑥 ∙ 𝑡𝑥−1 𝑑(𝑡)) 

 

= 
lim

𝑎→∞
([−𝑎𝑥 ∙ 𝑒−𝑎 − 0] + 𝑥 ∫ 𝑒−𝑡

𝑎

0

∙ 𝑡𝑥−1 𝑑(𝑡)) 

 
= 

0 + 𝑥Γ(𝑥) Diketahui Γ(𝑥) = (𝑥 − 1)! 

 
= 

𝑥(𝑥 − 1)! 

 = 𝑥! 

Karena pernyataan Γ(𝑥 + 1) = 𝑥! Benar jika Γ(𝑥) = (𝑥 − 1)! 

Maka Γ(𝑥 + 1) = 𝑥! ∀𝑥 ∈ ℕ benar.  

3. Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥) 

Bukti:  

Diketahui Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1∞

0
𝑒−𝑡 𝑑𝑡, sehingga diperoleh  

Γ(𝑥 + 1) = ∫ 𝑡(𝑥+1)−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡  

 = ∫ 𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝑡
𝑎

0

𝑑𝑡 
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 = lim
𝑎→∞

∫ 𝑡𝑥 ∙  𝑒−𝑡
𝑎

0

𝑑𝑡 

 = lim
𝑎→∞

∫ (𝑡−𝑥)
𝑎

0

𝑑( 𝑒−𝑡) 

 = lim
𝑎→∞

([−𝑡𝑥 ∙  𝑒−𝑡]0
𝑎 −  ∫ 𝑒−𝑡

𝑎

0

 𝑑(−𝑡𝑥)) 

 = lim
𝑎→∞

([−𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝑡]0
𝑎 + ∫ 𝑒−𝑡

𝑎

0

∙ 𝑥 ∙ 𝑡𝑥−1 𝑑(𝑡)) 

 = lim
𝑎→∞

([−𝑎𝑥 ∙ 𝑒−𝑎 − 0] + 𝑥 ∫ 𝑒−𝑡
𝑎

0

∙ 𝑡𝑥−1 𝑑(𝑡)) 

 = lim
𝑎→∞

− 𝑎𝑥 ∙  𝑒−𝑥 + lim
𝑎 →∞

𝑥 ∫ 𝑒−𝑡
𝑎

0

∙ 𝑡𝑥−1 𝑑(𝑡) 

 = 0 + 𝑥 ∫ 𝑒−𝑡
𝑎

0

∙ 𝑡𝑥−1 𝑑(𝑡)  

 = 𝑥Γ(𝑥) 

Jadi, terbukti bahwa Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥) 

 

2.10  Fungsi Beta  

Fungsi beta didefinisikan sebagai berikut   

Β(𝑧, 𝑤) = ∫ 𝑡𝑧−1(1 − 𝑡)𝑤−1𝑑𝑡
1

0

 

dengan 𝑧 dan 𝑤 bilangan riil positif (Podlubny, 1999:6).  

Sifat-sifat pada fungsi beta sebagai berikut : 

1. Β(𝑥, 𝑦) = Β(𝑦, 𝑥) 

Bukti: 

Menggunakan definisi fungsi beta Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0
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Misalkan 𝑡 = 1 − 𝑠, Sehingga diperoleh  

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

 
= ∫ (1 − 𝑠)𝑥−1(1 − (1 − 𝑠))

𝑦−1
𝑑𝑠

1

0

 

 
= ∫ (1 − 𝑠)𝑥−1 ∙  𝑠𝑦−1 𝑑𝑠

1

0

 

 
= ∫ 𝑠𝑦−1(1 − 𝑠)𝑥−1 𝑑𝑠

1

0

 

 = Β(𝑥, 𝑦) 

Jadi, terbukti bahwa Β(𝑥, 𝑦) = Β(𝑦, 𝑥). 

2. Β(𝑥, 𝑦) = 2 ∫ sin2m−1 𝜃 ∙  cos2n−1 𝜃 
𝜋

2
0

𝑑𝜃 

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi fungsi beta  

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

Misalkan 𝑡 = sin2 𝜃 ⇔ 𝑑𝑡 = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 

Untuk 𝑥 = 0 maka 𝜃 = 0, 

Untuk 𝑥 = 1 maka 𝜃 =
𝜋

2
 

Sehingga diperoleh  

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

 
= ∫ (sin2 𝜃)𝑥−1 ∙ (1 − sin2 𝜃)𝑦−1

𝜋
2

0

2 sin 𝜃 cos 𝜃  𝑑𝜃 

 
= ∫ (sin2 𝜃)𝑥−1 ∙ (cos2 𝜃)𝑦−1

𝜋
2

0

2 sin 𝜃 cos 𝜃  𝑑𝜃 
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= 2 ∫ sin2x−2 𝜃

𝜋
2

0

sin 𝜃 cos2y−2 𝜃 cos 𝜃  𝑑𝜃 

 
= 2 ∫ sin2x−1 𝜃

𝜋
2

0

cos2y−1 𝜃  𝑑𝜃 

Jadi, terbukti bahwa Β(𝑥, 𝑦) = 2 ∫ sin2m−1 𝜃 ∙  cos2n−1 𝜃 
𝜋

2
0

𝑑𝜃. 

3. Β(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑠𝑥−1

(1+𝑠)(𝑚+𝑛)

∞

0
 𝑑𝑠  

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi fungsi beta  

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

Misalkan  𝑡 =
𝑠

(1+𝑠)
⇔ 𝑑𝑡 =

(1+𝑠)−𝑠

(1+𝑠)2 𝑑𝑠 

𝑑𝑡 =
1

(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

Untuk 𝑥 = 0, 𝑠 = 0, 

Untuk 𝑥 = 1, 𝑠 = ∞ 

Sehingga diperoleh 

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

 
= ∫ (

𝑠

(1 + 𝑠)
)

𝑥−1∞

0

(1 −
𝑠

(1 + 𝑠)
)

𝑦−1 1

(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

 
= ∫ (

𝑠

(1 + 𝑠)
)

𝑥−1∞

0

(
(1 + 𝑠) − 𝑠

(1 + 𝑠)
)

𝑦−1
1

(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

 
= ∫ (

𝑠

(1 + 𝑠)
)

𝑥−1∞

0

(
1

(1 + 𝑠)
)

𝑦−1 1

(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 



27 

  
 

 
= ∫

𝑠𝑥−1 1𝑦−1

(1 + 𝑠)𝑥−1 ∙ (1 + 𝑠)𝑦−1
∙

∞

0

1

(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

 
= ∫

𝑠𝑥−1

(1 + 𝑠)𝑥+𝑦−2

∞

0

∙
1

(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

 
= ∫

𝑠𝑥−1

(1 + 𝑠)(𝑚+𝑛)

∞

0

 𝑑𝑠  

Jadi, terbukti bahwa Β(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑠𝑥−1

(1+𝑠)(𝑚+𝑛)

∞

0
 𝑑𝑠 . 

4. Β(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑦 ∙ (𝑟 + 1)𝑥  ∫
𝑠𝑥−1∙(1−𝑠)𝑦−1

(1+𝑠)(𝑚+𝑛)  𝑑𝑠
1

0
 

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi fungsi beta  

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

Misalkan 𝑡 =
(𝑟+1)𝑠

𝑟+𝑠
⇔ 𝑑𝑡 =

(𝑟+1)(𝑟+𝑠)−(𝑟𝑠+𝑠)

(𝑟+𝑠)2 𝑑𝑠 

𝑑𝑡 =
𝑟(𝑟 + 1)

(𝑟 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

Untuk 𝑥 = 0 maka 𝑡 = 0 

Untuk 𝑥 = 1 maka 𝑡 = 1 

Sehingga diperoleh  

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡
1

0

 

 
= ∫ (

(𝑟 + 1)𝑠

(𝑟 + 𝑠)
)

𝑥−1

(1 − (
(𝑟 + 1)𝑠

(𝑟 + 𝑠)
))

𝑦−1
1

0

𝑟(𝑟 + 1)

(𝑟 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

 
= ∫

(𝑟 + 1)𝑥−1𝑠𝑥−1

(𝑟 + 𝑠)𝑥−1

1

0

 ∙
𝑟𝑦−1(1 − 𝑠)𝑦−1

(𝑟 + 𝑠)𝑦−1
∙

𝑟(𝑟 + 1)

(𝑟 + 𝑠)2
𝑑𝑠  
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= ∫

(𝑟 + 1)𝑥−1 ∙ (𝑟 + 1) ∙  𝑟𝑦−1 ∙ 𝑟 ∙  (1 − 𝑠)𝑦−1 ∙  𝑠𝑥−1

(𝑟 + 𝑠)𝑥−1+𝑦−1+2

1

0

 𝑑𝑠 

 
= ∫

(𝑟 + 1)𝑥 ∙ 𝑟𝑦 ∙  𝑠𝑥−1 ∙ (1 − 𝑠)𝑦−1

(𝑟 + 𝑠)𝑥+𝑦

1

0

 𝑑𝑠 

 
= 𝑟𝑦 ∙  (𝑟 + 1)𝑥 ∫

 𝑠𝑥−1 ∙ (1 − 𝑠)𝑦−1

(𝑟 + 𝑠)𝑥+𝑦

1

0

 𝑑𝑠 

Jadi, terbukti bahwa Β(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑦 ∙ (𝑟 + 1)𝑥  ∫
𝑠𝑥−1∙(1−𝑠)𝑦−1

(1+𝑠)(𝑚+𝑛)  𝑑𝑠
1

0
. 

 

2.11  Hubungan Fungsi Gamma dan Fungsi Beta  

Fungsi beta dapat  dinyatakan  melalui fungsi gamma sebagai berikut  

Β(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
 

Selain itu masih ada integral lain yang dapat dinyatakan melalui fungsi beta dan 

fungsi gamma. Berikut ada 2 fungsi khusus yang  penting: 

- ∫ sin2x−1 𝜃 cos2y−1 𝜃  𝑑𝜃 =
1

2
Β(𝑥, 𝑦) =

1

2

Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥+𝑦)

𝜋

2
0

 

- ∫
𝑥𝑝−1

1+𝑥

∞

0
𝑑𝑥 = Γ(𝑝)Γ(𝑝 − 1) =

𝜋

sin 𝜋𝑝
    0 < 𝑝 < 1 (Wrede & Spiegel, 

2002:379). 

Bukti: 

Diketahui definisi fungsi gamma Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1∞

0
𝑒−𝑡 𝑑𝑡  

Misalkan 𝑡 = 𝑠2 ⇔ 𝑑𝑡 = 2𝑠 𝑑𝑠 

Sehingga diperoleh 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1
∞

0

𝑒−𝑡 𝑑𝑡 

 = ∫ (𝑠2)(𝑥−1)
∞

0

𝑒−𝑠2
2𝑠 𝑑𝑠 
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 = 2 ∫ 𝑠2𝑥−2 ∙  𝑠 ∙
∞

0

𝑒−𝑠2
 𝑑𝑠 

 = 2 ∫ 𝑠2𝑥−1 ∙
∞

0

𝑒−𝑠2
 𝑑𝑠 

Kemudian untuk Γ(𝑦) = 2 ∫ 𝑢2𝑦−1 ∙
∞

0
𝑒−𝑢2

 𝑑𝑢. Selanjutnya akan diperoleh  

Γ(𝑥)Γ(𝑦) = (2 ∫ 𝑠2𝑥−1 ∙
∞

0

𝑒−𝑠2
 𝑑𝑠) (2 ∫ 𝑢2𝑦−1 ∙

∞

0

𝑒−𝑢2
 𝑑𝑢)  

 = 4 (∫ 𝑠2𝑥−1 ∙
∞

0

𝑒−𝑠2
 𝑑𝑠) (∫ 𝑢2𝑦−1 ∙

∞

0

𝑒−𝑢2
 𝑑𝑢)  

 = 4 ∫ ∫ 𝑠2𝑥−1 ∙ 𝑢2𝑦−1 ∙ 𝑒−(𝑥2+𝑦2)𝑑𝑠 𝑑𝑢
∞

0

∞

0

 (2.1) 

Kemudian jika bentuk tersebut diubah ke bentuk koordinat kutub, maka 𝑥 =

𝑟 cos 𝜃,  𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sehingga diperoleh batas 𝑟 dan 𝜃 sebagai berikut  

Batas 𝑟 

Untuk  𝑦 = 0 dan 𝑥 = 0 maka 𝑟 = 0 

Untuk  𝑦 = ∞ dan 𝑥 = ∞ maka 𝑟 = ∞ 

Sehingga 0 ≤ 𝑟 ≤ ∞ 

Batas 𝜃 

Untuk 𝑦 = 0, maka sin 𝜃 = 0, sehingga 𝜃 = 0 

Untuk 𝑦 = ∞, maka sin 𝜃 = 1, sehingga 𝜃 =
𝜋

2
 

Sehingga 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
 

Sehingga dalam sistem koordinat kutub, integral ganda dua pada persamaan (2.1) 

menjadi sebagai berikut  

Γ(𝑥)Γ(𝑦) = 4 ∫ ∫ (𝑟 cos 𝜃)2𝑥−1(𝑟 sin 𝜃)2𝑛−1 ∙ 𝑒−((𝑟 cos 𝜃)2+(𝑟 sin 𝜃)2)𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃
∞

𝑟=0

𝜋 
2

𝜃=0
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 = 4 ∫ ∫ 𝑟2𝑥−1 ∙ 𝑟2𝑦−1 ∙ cos2x−1 𝜃 ∙ sin2y−1 𝜃 ∙ 𝑒−𝑟2
 𝑑𝑟 𝑑𝜃

∞

𝑟=0

𝜋 
2

𝜃=0

 

 = 4 (∫ (𝑟2)(𝑥+𝑦)−1 ∙ 𝑒−𝑟2
𝑟 𝑑𝑟

∞

𝑟=0

  ) (∫ cos2x−1 𝜃 sin2y−1 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

𝜃=0

) 

 = 2 (∫ (𝑟2)(𝑥+𝑦)−1 ∙ 𝑒−𝑟2 1

2
 𝑑(𝑟2)

∞

𝑟=0

) ∙ 2 (∫ cos2x−1 𝜃 sin2y−1 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

𝜃=0

) 

 = (∫ (𝑟2)(𝑥+𝑦)−1 ∙ 𝑒−𝑟2
𝑑(𝑟2)

∞

𝑟=0

) ∙  Β(𝑥, 𝑦) 

 = Γ(𝑥 + 𝑦) ∙ Β(𝑥, 𝑦) 

Diperoleh Γ(𝑥)Γ(𝑦) =  Γ(𝑥 + 𝑦) ∙ Β(𝑥, 𝑦) ⇔  Β(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥+𝑦)
 

Jadi, terbukti bahwa Β(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥+𝑦)
. 

 

2.12  Integral Fraksional  

Definisi 2.23  

Misalkan 𝝋(𝒙) ∈  (𝒂, 𝒃) , Integral 

(Ia+
α φ)(x)  = 

1

Γ(α)
 ∫

φ(x)

(x − t)1−α

x

a

𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎 (2.2) 

(Ib−
α φ)(x) = 

1

Γ(α)
∫

φ(x)

(t − x)1−α

b

x

𝑑𝑡, 𝑏 < 𝑥 (2.3) 

dimana α > 0, keduanya disebut integral fraksional dari orde α. Biasanya 

juga disebut integral fraksional kiri dan kanan  secara berturut-turut. 

Nama yang disebutkan untuk integral (2.2) dan (2.3) adalah integral 

fraksional Riemann-Liouville (Samko, 1987:33). 
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Teorema 2.22 (Teorema Fubini) 

Misalkan Ω1 = [a, b], Ω2 =  [c, d], −∞ ≤ a < b ≤ ∞, −∞ ≤ c < d ≤

∞. dan misalkan f(x, y) sebuah fungsi terukur yang didefinisikan pada 

Ω1 ×  Ω2. Jika setidaknya ada satu dari integral-integral  

∫ dx

Ω1

 ∫ f(x, y) dy

Ω2

, ∫ dy

Ω2

 ∫ f(x, y) dx

Ω1

,   ∬ f(x, y) dxdy

Ω1× Ω2

 

yang memang konvergen maka ketiga integral tersebut sama ( Samko, 

1987:97). 

Jika satu bentuk integral dari teorema Fubini diatas terpenuhi yakni  

∫ dx

b

a

 ∫ f(x, y) dy

x

a

= ∫ dy

b

a

 ∫ f(x, y) dx

b

y

 (2.4) 

dengan asumsikan satu dari integral itu memang konvergen, maka hubungan 

persamaan (2.4) dinamakan bentuk Dirichlet.  

 

2.13  Sifat-sifat Integral Fraksional 

Adapun sifat-sifat integral fraksional kiri  dan kanan sebagai berikut: 

1. Misalkan 𝛼 > 0 dan 𝑘 adalah konstanta, maka berlaku  

𝐼𝑎+
𝛼 𝑘𝜑(𝑥) = 𝑘𝐼𝑎+

𝛼 𝜑(𝑥)  

𝐼𝑏−
𝛼 𝑘𝜑(𝑥) = 𝑘𝐼𝑏−

𝛼 𝜑(𝑥)  

2. Misalkan 𝜑 dan 𝜓 merupakan fungsi yang kontinu dan 𝛼 > 0 maka berlaku  

(i) 𝐼𝑎+
𝛼 (𝜑(𝑥) + 𝜓(𝑥)) = 𝐼𝑎+

𝛼 𝜑(𝑥) + 𝐼𝑎+
𝛼 𝜓(𝑥)  

 𝐼𝑏−
𝛼 (𝜑(𝑥) + 𝜓(𝑥)) = 𝐼𝑏−

𝛼 𝜑(𝑥) + 𝐼𝑏−
𝛼 𝜓(𝑥)  

(ii) 𝐼𝑎+
𝛼 (𝜑(𝑥) − 𝜓(𝑥)) = 𝐼𝑎+

𝛼 𝜑(𝑥) − 𝐼𝑎+
𝛼 𝜓(𝑥)  
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 𝐼𝑏−
𝛼 (𝜑(𝑥) − 𝜓(𝑥)) = 𝐼𝑏−

𝛼 𝜑(𝑥) − 𝐼𝑏−
𝛼 𝜓(𝑥)  

3. Misalkan 𝛼, 𝛽 > 0 dan 𝑥 ∈  (𝑎, 𝑏), maka berlaku  

𝐼𝑎+
𝛼 𝐼

𝑎+
𝛽

𝜑(𝑥) = 𝐼
𝑎+
𝛼+𝛽

𝜑(𝑥)  

𝐼𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛽
𝜑(𝑥) = 𝐼𝑏−

𝛼+𝛽
𝜑(𝑥)  

4. Misalkan 𝛼. 𝛽 > 0 dengan 𝛽 = 𝑘 ∈ ℕ dan 𝛼 > 𝑘, maka berlaku 

𝐷𝑘𝐼𝑎+
𝛼 𝜑(𝑥) = 𝐼𝑎+

𝛼−𝑘𝜑(𝑥)  

𝐷𝑘𝐼𝑏−
𝛼 𝜑(𝑥) = (−1)𝑘𝐼𝑏−

𝛼−𝑘𝜑(𝑥)  

(Kilbas, dkk, 2006:74). 

 

2.14  Perintah Berfikir dalam Al-Quran   

Sebagaimana yang telah dijelaskan pada  Bab I bahwa salah satu bentuk atau 

cara bersyukur adalah dengan selalu memikirkan segala sesuatu tentang kekuasaan 

Allah Swt. dengan berfikir maka akan semakin bertambah banyak ilmu kita. Ilmu 

yang ada didunia ini merupakan suatu kekuasaan Allah Swt. yang sangat luas. 

Dengan kekuasaan yang luas tersebut bergantung pada manusia yang dapat 

mempelajari atau tidak sebagaimana yang telah dijelaskan dalam al-Quran surat  al-

Baqarah/2:269 

هَّوَمَنَّيؤُۡتَََّّٱلۡۡكِۡمَةَََّّيؤُۡتَِّ رََُّّٱلۡۡكِۡمَةََّمَنَّيشََاءُٓ ك  اَّكَثيِٗۡاَّۗوَمَاَّيذَ  َّخَيۡۡٗ وتَِ
ُ
فَقَدَّۡأ

وْلوُاَّْ
ُ
َّٓأ لبََٰۡبَِّإلَِّ 

َ
٢٦٩َََّّّٱلۡ

“Allah menganugerahkan al hikmah (kefahaman yang dalam tentang Al Quran dan 

As Sunnah) kepada siapa yang dikehendaki-Nya. Dan barangsiapa yang 

dianugerahi hikmah, ia benar-benar telah dianugerahi karunia yang banyak. Dan 

hanya orang-orang yang berakallah yang dapat mengambil pelajaran (dari firman 

Allah)” (QS. al-Baqarah/2:269). 
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Menurut tafsir Jalalain menjelaskan (Allah memberikan hikmah), artinya 

ilmu yang berguna yang dapat mendorong manusia untuk bekerja dan berkarya 

(kepada siapa yang dikehendaki-Nya dan barang siapa yang telah diberi hikmah itu, 

maka sungguh ia telah diberi kebaikan yang banyak) karena hikmah itu akan 

menuntunnya kepada kebahagiaan yang abadi. (Dan tiadalah yang dapat 

mengambil pelajaran). Asalnya ta diidghamkan pada dzal hingga menjadi 

yadzdzakkaruu, (kecuali orang-orang berakal) (Al-Mahalli dan As-Suyuti, 

2008:150). 

Pada tafsir Ibnu Katsir pada kata "َالْحِكْمَة" bukanlah kenabian melainkan ilmu 

fiqih dan al-Quran. Abul aliyah mengatakan "َالْحِكْمَة" ialah takut kepada Allah, karena 

takut kepada Allah merupakan puncak dari hikmah. Sedangkan Ibnu Wahb 

meriwayatkan dari Malik yang mengatakan sesungguhnya hikmah itu adalah 

pengetahuan megenai agama Allah dan merupakan perkara yang dimasukkan oleh 

Allah ke dalam hati manusia sebagai rahmat dan karunianya. Dan orang yang tidak 

dapat mengambil pelajaran yang dimaksudkan adalah tiada orang yang dapat 

memanfaatkan pelajaran dan peringatan kecuali hanya orang yang mempunyai 

pemahaman dan akal dengan begitu manusia dapat memahami khitab (perintah 

Allah) (Ad-Dimasyqi, 2000:109). 

Allah memberikan pemahaman dalam segala permasalahan agama, dalam 

menentukan amal yang bermanfaat dan dalam kelurusan ucapan serta perbuatan 

kepada siapa saja diantara hamba-hamba-Nya yang Dia kehendaki untuk mendapat 

kebaikan, juga manusia yang dipilih-Nya untuk mendapat karunia. Barangsiapa 

diberikan karunia Ilahi seperti ini, berarti dia telah diberikan kebaikan yang banyak, 

anugerah yang melimpah dan bagian yang besar. Setiap orang yang mengambil 
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faidah dari tanda-tanda ini dan mengambil pelajaran dari berbagai perumpamaan 

pastilah mata hatinya bersinar, hatinya hidup, dan pemahamannya benar (Al-Qarni, 

2008:215).  

Tafsir Fi Dzilahil-Qur’an mengartikan kata “hikmah” sebagai kelapangan dan 

kelurusan tujuan sehingga ia tidak bisa berbuat jahat dan tidak melampaui batas. 

Diberikan pengetahuan agar mengerti sebab dan tujuan agar ia tidak tersesat dalam 

mengukur dan menentukan urusan. Ia juga diberikan panjangan batin yang 

cemerlang dan membimbing kepada kemaslahatan yang tepat baik berupa gerakan 

maupun perbuatan  kebaikan yang banyak dan beraneka ragam. Ulul albab ‘orang 

yang berakal sehat’ adalah orang yang selalu ingat dan lengah, dan orang yang dapat 

mengambil pelajaran sehingga tidak masuk ke dalam kesesatan. Sehingga disinilah 

peran akal sebagai pengingat arahan-arahan hidayah dan petunjuk dan mengambil 

manfaat darinya (Quthb, 2005:367). 

Menurut penulis, bahwa segala sesuatu yang telah Allah berikan merupakan 

suatu anugerah untuk siapa saja yang sudah Allah kehendaki. Anugerah itu dapat 

berupa akal yang sehat, pikiran yang jernih, ataupun hati yang bersih. Sehingga 

dengan diberikanya anugerah oleh Allah itu manusia harus bisa menggunakan atau 

memanfaatkan sebaik mungkin. Apabila kita hubungan pada ilmu-ilmu yang terus 

berkembang dapat disimpulkan bahwa jikalau seseorang itu dapat mengambil 

hikmah ataupun mengembangkan ilmunya terus menerus maka akan memberikan 

kemaslahatan dan kebaikan untuk orang lain khususnya untuk dirinya sendiri dan 

perkembangan ilmu pada zaman saat ini.  

Adapun ayat lain yang membuat kita akan semakin mengetahui kekuasaan 

dan kebesaran Allah Swt. salah satunya terdapat dalam al-Quran surat  ar-Ra’d/13:4 
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رۡضََِّّوَفَِّ
َ
ََّّٱلۡ عۡنََٰبَّٖوَزَرۡعَّٞوَنََيِلَّٞصِنۡوَانَّٞوغََيُۡۡ

َ
ِنَّۡأ َٰتَّٞم  تَجََٰورََِٰتَّٞوجََن  قطَِعَّٞمُّ

َّبَعۡضَّٖفَِِّ َٰ لَُّبَعۡضَهَاَّعََلَ َّوََٰحِدَّٖوَنُفَض ِ َّبمَِاءٖٓ كُلِ َّصِنۡوَانَّٖيسُۡقَََٰ
ُ
َّفََِِّّٱلۡ َٰلكَََِّّإنِ  ذَ

َِّ ٤ََّّقَوۡمَّٖيَعۡقِلوُنََّلَأٓيََٰتَّٖل 
“Dan di bumi ini terdapat bagian-bagian yang berdampingan, dan kebun-kebun 

anggur, tanaman-tanaman dan pohon korma yang bercabang dan yang tidak 

bercabang, disirami dengan air yang sama. Kami melebihkan sebahagian tanam-

tanaman itu atas sebahagian yang lain tentang rasanya. Sesungguhnya pada yang 

demikian itu terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi kaum yang berfikir” (QS. 

ar-Ra’d/13:4). 

 

Tafsir Ibnu Katsir menjelaskan bahwa ibarat bagian bumi yang berdampingan 

adalah kawasan yang satu sama lainya berdampingan, tetapi yang satunya 

berpembawaan subur, dapat menumbuhkan segala sesuatu yang bermanfaat bagi 

manusia sedangkan yang lainnya tandus. Selain itu diibaratkan perbedaan warna 

pada masing-masing kawasan yang berbeda, ada yang berwarna merah, ada yang 

putih, dan lainnya lagi sedangkan pada tumbuhan pun terdapat cabang dan ada pula 

yang tidak bercabang. Karena semua itu menunjukkan keberadaan Allah yang 

menciptakannya menurut apa yang dikehendaki-Nya. Dan semua tanda-tanda 

kebesaran Allah itu diperuntukkan bagi kaum yang berfikir (Ad-Dimasyqi, 

2000:113). 

Pada tafsir Fi Dzilahil-Qur’an mengibaratkan bagian bumi yang saling 

berdampingan yaitu pada bagian yang memiliki kesamaan diantaranya ada tanah 

yang subur dan ada yang gersang, ada yang tandus ada yang gembur dan masing-

masing mempunyai tingkatan sendiri-sendiri. Adanya berbagai macam tanaman 

membuat berbagai macam variasi yang ada di alam ini. Apabila dalam pohon 

terdapat ranting yang bercabang ataupun tidak maka saat disiram dengan air pada 

tanah yang sama juga akan menghasilkan hasil buah yang berbeda rasanya pula. 
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Dengan beragam hamparan yang ada dimuka bumi ini semua menunjukkan 

kebesaran Allah Swt. dan tanda-tanda kebesaran tersebut diperuntukkan untuk 

orang supaya berfikir (Quthb, 2005:34).  

Menurut penulis, dalam surat  ar-Ra’d/13:4 tersebut menjelaskan bahwa 

ibarat bumi yang berdampingan adalah sesuatu yang saling berkesinambungan, 

sesuatu yang dimaksudkan misalnya pada tumbuhan. Selain itu ayat diatas 

membahas mengenai variasi tanaman yang ada di muka bumi ini. Dengan kesamaan 

air sebagai sumber kehidupan tumbuhan namun pada akhirnya tumbuhan itu 

menghasilkan variasi yang berbeda-beda. Semua hal yang terjadi karena kekuasaan 

Allah sehingga manusia apabila dapat mengambil hikmah dari peristiwa yang 

terjadi maka mereka termasuk golongan orang yang berfikir.
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BAB III  

PEMBAHASAN 

3.1 Turunan Fraksional 

Diberikan sebuah fungsi sebagai berikut: 

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)𝑑𝑡 

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

𝑥

𝑎

 = 𝑓(𝑥), 𝑥 > 0 (3.1) 

dimana 0 < 𝛼 < 1. Sehingga untuk solusi fungsi diatas didapatkan dengan langkah 

mengubah 𝑥 ke 𝑡 dan 𝑡 ke 𝑠 sehingga persamaan (3.1) menjadi  

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑠)𝑑𝑠 

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 = 𝑓(𝑡) 

selanjutnya kedua ruas dikalikan dengan (𝑥 − 𝑡)−𝛼 dan Γ(𝛼) sehingga diperoleh 

Γ(𝛼)(𝑥 − 𝑡)−𝛼

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑠)𝑑𝑠 

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 = (𝑥 − 𝑡)−𝛼 ∙ 𝑓(𝑡) ∙ Γ(𝛼) 

Γ(𝛼)

Γ(𝛼)

1

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 ∫

𝜑(𝑠)𝑑𝑠 

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 = 
𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 ∙  Γ(𝛼) 

dengan mengintegralkan kedua ruas terhadap 𝑡 didapatkan 

∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼
∫

𝜑(𝑠)𝑑𝑠 

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 

𝑥

𝑎

 𝑑𝑡 =  Γ(𝛼) ∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

  

∫ ∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑡

𝑎

𝑥

𝑎

𝜑(𝑠) 

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
 𝑑𝑠 𝑑𝑡 = Γ(𝛼) ∫

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

 (3.2) 

kemudian dengan menggunakan teorema Dirichlet pada ruas kanan 
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∫ 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 

𝑥

𝑎

𝑏

𝑎

 = ∫ 𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 

𝑏

𝑦

𝑏

𝑎

 

∫ ∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑡

𝑎

𝑥

𝑎

𝜑(𝑠) 

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
 𝑑𝑠 𝑑𝑡 = ∫ ∫

𝜑(𝑠) 

(𝑥 − 𝑡)𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑥

𝑠

𝑥

𝑎

 𝑑𝑡 𝑑𝑠 

 = ∫ 𝜑(𝑠)

𝑥

𝑎

∫
1 

(𝑥 − 𝑡)𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 𝑑𝑠 

Sehingga persamaan (3.2) dapat dituliskan sebagai berikut 

∫ 𝜑(𝑠)

𝑥

𝑎

∫
1 

(𝑥 − 𝑡)𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 𝑑𝑠 = Γ(𝛼) ∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

 (3.3) 

kemudian menyelesaikan integral dalamnya terlebih dahulu pada ruas kiri dengan 

mensubstitusikan variabel 𝜏 pada variabel t  

𝜏 =
𝑡 − 𝑠

𝑥 − 𝑠
→  𝑡 = 𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠) → 𝑑𝑡 = (𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏 

untuk 𝑡 = 𝑠 maka 𝜏 = 0 dan saat 𝑡 = 𝑥, 𝜏 = 1 

∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
𝑑𝑡 

𝑥

𝑠

 = ∫
(𝑥 − 𝑠)

(𝑥 − 𝑡)𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
𝑑𝜏 

1

0

 

= ∫
(𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏

(𝑥 − (𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠)))
𝛼

((𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠)) − 𝑠)
1−𝛼 

1

0

  

= ∫
(𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏

(𝑥 − 𝑠 − 𝜏𝑥 + 𝜏𝑠)𝛼(𝑠 + 𝜏𝑥 − 𝜏𝑠 − 𝑠)1−𝛼
 

1

0

  

= ∫
(𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏

((𝑥 − 𝑠)(1 − 𝜏))
𝛼

(𝜏(𝑥 − 𝑠))
1−𝛼 

1

0

  

= ∫  (𝑥 − 𝑠)−𝛼

1

0

(𝑥 − 𝑠)𝛼−1(𝑥 − 𝑠)(1 − 𝜏)−𝛼𝜏𝛼−1𝑑𝜏  



39 

  
 

= ∫(1 − 𝜏)−𝛼(𝜏)𝛼−1𝑑𝑡 

1

0

  

Selanjutnya dengan menggunakan definisi fungsi beta dan hubungan fungsi 

gamma dan fungsi beta: 

Β(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡

1

0

 , 

Β(𝑥, 𝑦) = 
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
 , 

sehingga diperoleh 

∫(1 − 𝜏)−𝛼(𝜏)𝛼−1𝑑𝑡 

1

0

 = Β(𝛼, 1 − 𝛼) 

=
Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼)

Γ(𝛼 + (1 − 𝛼))
 = Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼) 

selanjutnya persamaan (3.2) didapatkan 

∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
𝑑𝑡 

𝑥

𝑎

∫ 𝜑

𝑥

𝑎

(𝑠)𝑑𝑠 = Γ(𝛼) ∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

  

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼) ∫ 𝜑

𝑥

𝑎

(𝑠)𝑑𝑠 = Γ(𝛼) ∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

  

kemudian kedua ruas dikalikan dengan masing-masing 
1

Γ(𝛼)Γ(1−𝛼)
 dan diturunkan 

terhadap 𝑥 sehingga menjadi  

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼) ∫ 𝜑

𝑥

𝑎

(𝑠)𝑑𝑠 = Γ(𝛼) ∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

  

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼)

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼)
 ∫ 𝜑

𝑥

𝑎

(𝑠)𝑑𝑠 = 
Γ(𝛼)

Γ(𝛼)Γ(1 − 𝛼)
∫

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎
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𝑑

𝑑𝑥
(∫ 𝜑

𝑥

𝑎

(𝑠)𝑑𝑠) = 
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

  

𝜑(𝑥) = 
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
 

𝑥

𝑎

 (3.4) 

Jika pada persamaan (3.1) memiliki solusi maka cukup diberikan persamaan 

(3.4). Sebaliknya utuk suatu fungsi  

1

Γ(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)𝑑𝑡 

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼

𝑏

𝑥

 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ≤ 𝑏 (3.5) 

dimana 0 < 𝛼 < 1 memiliki solusi  

𝜑(𝑥) = −
1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼
 

𝑏

𝑥

   (3.6) 

Definisi 3.1  

Untuk fungsi 𝑓(𝑥) pada interval [𝑎. 𝑏] masing-masing dapat dilambangkan  

(𝒟𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
 ∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

 , (3.7) 

(𝒟𝑏−
𝛼 𝑓)(𝑥) = −

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
 ∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼

𝑏

𝑥

 , (3.8) 

disebut turunan fraksional dari orde 0 < 𝛼 < 1, kiri dan kanan berturut-turut. 

Turunan fraksional biasanya bernama turunan Riemman-Liouville (Samko, 

1993:35). 

Suatu orde 0 < 𝛼 < 1 dapat diperbesar hingga 𝛼 ≥ 1. Dengan menggunakan 

Definisi 2.2 penulis menggunakan notasi berikut: 

[𝛼] = bagian bilangan bulat dari bilangan α 

{𝛼} = bagian pecahan dari α, 0 ≤ {𝛼} < 1 
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𝛼 =  [𝛼] + {𝛼} 

sehingga saat 𝛼 adalah bilangan bulat, maka turunan dari orde 𝛼 dituliskan : 

𝒟𝑎+
𝛼  = (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝛼

, 𝒟𝑏−
𝛼  = (−

𝑑

𝑑𝑥
)

𝛼

, 𝛼 = 1,2,3, … 

Sedangkan saat 𝛼 adalah bukan bilangan bulat, maka turunan dari orde 𝛼 

dituliskan: 

𝒟𝑎+
𝛼  ≔ (

𝑑

𝑑𝑥
)

[𝛼]

𝒟𝑎+
{𝛼}

 𝑓 = (
𝑑

𝑑𝑥
)

[𝛼]+1

𝐼𝑎+
1−{𝛼}

 

𝒟𝑎+
𝛼  =

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

   , 𝑛 = [𝛼] + 1 

𝒟𝑏−
𝛼  ≔ (−

𝑑

𝑑𝑥
)

[𝛼]

𝒟𝑏−
{𝛼}

 𝑓 = (−
𝑑

𝑑𝑥
)

[𝛼]+1

𝐼𝑏−
1−{𝛼}

 

𝒟𝑏−
𝛼  =

(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

   , 𝑛 = [𝛼] + 1 

 

3.2 Sifat-Sifat Turunan Fraksional Kiri 

Definisi 3.2  

Untuk fungsi 𝑓(𝑥) pada interval [𝑎. 𝑏] dilambangkan  

𝒟𝑎+
𝛼  = 

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

   , 𝑛 = [𝛼] + 1 (3.9) 

 = 𝐷𝑛 𝐼𝑎+
𝑛−𝛼 𝑓(𝑥) 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛  

adalah turunan fraksioanal kiri berorde 𝛼, dengan 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah 

bilangan bulat terkecil yang lebih besar dari 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤

𝛼 < 𝑛. 
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Contoh: Misalkan diberikan 𝑓(𝑥) = 𝑥3, akan dicari turunan fraksioanal kiri 

dengan orde 𝛼 = 0,5 maka didapatkan [𝛼] = 0 dan {𝛼} = 0,5 sehingga berlaku 

𝑛 = 1 

(𝒟𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
 ∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

    

(𝒟𝑎+
0,5𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(1 − 0,5)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑡3 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)0,5

𝑥

0

  

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
 ∫ 𝑡3 (𝑥 − 𝑡)−0,5 𝑑𝑡

𝑥

0

  

Dengan memisalkan 𝑢 = (𝑥 − 𝑡)−
1

2
 
 maka 𝑑𝑢 =

1

2
(𝑥 − 𝑡)−

3

2
 𝑑𝑡 

(𝒟𝑎+
0.5𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑡3 (𝑥 − 𝑡)−0,5 𝑑𝑡

𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
∫(𝑥 − 𝑢−2)3 ∙ 𝑢 ∙ 2(𝑥 − 𝑡)

3
2

  𝑑𝑢

0

1

√𝑥

 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
∫(𝑥3 − 3𝑥2𝑢−2 − 3𝑥𝑢−4 − 𝑢−6) ∙ 2𝑢−2 𝑑𝑢

0

1

√𝑥

 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
∫ 2𝑥3𝑢−2 − 3𝑥2𝑢−4 − 3𝑥𝑢−6 − 2𝑢−8 𝑑𝑢

0

1

√𝑥

 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
[−2𝑥3𝑢−1 + 𝑥2𝑢−3 +

3

5
𝑥𝑢−5 +

2

7
𝑢−7]

1

√𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
[0 − (2𝑥3 (

1

√𝑥
)

−1

+ 𝑥2 (
1

√𝑥
)

−3

+
3

5
𝑥 (

1

√𝑥
)

−5
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  −
2

7
(

1

√𝑥
)

−7

)] 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
[
16

35
𝑥

7
2]) 

(𝒟𝑎+
1,5𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(0,5)
(

112

70
𝑥

5
2) 

 

Contoh: Misalkan diberikan 𝑓(𝑥) = 𝑥, akan dicari turunan fraksioanal kiri dengan 

orde 𝛼 = 1,5 maka didapatkan [𝛼] = 1 dan {𝛼} = 0,5 sehingga berlaku 𝑛 = 2 

(𝒟𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

   

(𝒟𝑎+
1,5𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(2 − 1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
𝑡 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1,5−2+1

𝑥

0

  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

 ∫ 𝑡 (𝑥 − 𝑡)−0,5 𝑑𝑡

𝑥

0

  

Dengan memisalkan 𝑢 = (𝑥 − 𝑡)−
1

2
 
 maka 𝑑𝑢 =

1

2
(𝑥 − 𝑡)−

3

2
 𝑑𝑡 

(𝒟𝑎+
1,5𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 𝑡 (𝑥 − 𝑡)−0,5 𝑑𝑡

𝑥

0

  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑥 − 𝑢−2) ∙ 𝑢 ∙ 2(𝑥 − 𝑡)
3
2

  𝑑𝑢

0

1

√𝑥

  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑥 − 𝑢−2) ∙ 𝑢 ∙ 2𝑢−3 𝑑𝑢

0

1

√𝑥
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 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑥 − 𝑢−2) ∙ 2𝑢−2 𝑑𝑢

0

1

√𝑥

  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 2𝑥𝑢−2 − 2𝑢−4 𝑑𝑢

0

1

√𝑥

  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[−2𝑥𝑢−1 +
2

3
𝑢−3]

1

√𝑥

0

  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[0 − (2 𝑥 (
1

√𝑥
)

−1

−
2

3
(

1

√𝑥
)

−3

)]  

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑

𝑑𝑥
[
4

3
𝑥

3
2])  

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
[2𝑥

1
2])  

(𝒟𝑎+
1,5𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(0,5)
(𝑥−

1
2)  

1. Kelipatan Konstanta 

Dengan menggunakan Teorema 2.17 Jika 𝜆 adalah konstanta dan terdapat  suatu 

fungsi yang terdefinisi pada ℝ, dengan orde 𝛼, 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah bilangan bulat 

terkecil yang lebih besar 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛 maka berlaku 

(𝒟𝑎+
𝛼  𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆(𝒟𝑎+

𝛼 𝑓)(𝑥) 

Bukti: 

Dengan menggunakan Definisi 3.2 sehingga diperoleh  

(𝒟𝑎+
𝛼  𝜆𝑓)(𝑥) = 

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝜆𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 



45 

  
 

 = 
𝜆

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 

 = 𝜆(𝒟𝑎+
𝛼 𝑓)(𝑥) 

Contoh: Misalkan diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 dengan konstanta 𝜆 = 2 akan 

dicari turunan fraksional kiri dengan orde 𝛼 = 1,5 sehingga untuk 𝛼 = 1,5 

didapatkan [𝛼] = 1, 𝑛 = 2  

(𝒟+
1,52 𝑥2) = 

1

Γ(2 − 1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
2𝑡2 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1,5−2+1

𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
2𝑡2 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)0,5

𝑥

0

 

Dengan memisalkan 𝑢 = (𝑥 − 𝑡)−
1

2
 
 maka 𝑑𝑢 =

1

2
(𝑥 − 𝑡)−

3

2
 𝑑𝑡 

(𝒟+
1,52 𝑥2) = 

1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
2𝑡2 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)0,5

𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 2(𝑥 − 𝑢−2)2 ∙ 𝑢 ∙ 2

0

1

√𝑥

(𝑥 − 𝑡)
3
2

 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 2(𝑥2 − 2𝑥𝑢−2 + 𝑢−4)2𝑢−2 𝑑𝑢

0

1

√𝑥

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 4𝑥2𝑢−2 − 8𝑥𝑢−4 + 4𝑢−6 𝑑𝑢

0

1

√𝑥

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[−4𝑥2𝑢−1 +
8

3
𝑥𝑢−3 −

4

5
𝑢−5]

1

√𝑥

0
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 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[0 − (4𝑥2 (
1

√𝑥
)

−1

−
8

3
𝑥 (

1

√𝑥
)

−3

+
4

5
(

1

√𝑥
)

−5

)] 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑

𝑑𝑥
[−

88

15
𝑥

5
2]) 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
[−

440

30
𝑥

3
2]) 

(𝒟+
1,52 𝑥2) = 

1

Γ(0,5)
(−

1320

60
𝑥

1
2) 

2. Penjumlahan  

Dengan menggunakan Teorema 2.18, kemudian didefinisikan penjumlahan 

turunan fraksional kiri. Jika terdapat dua fungsi 𝑓 dan 𝑔 yang terdefinisikan pada 

ℝ dengan orde 𝛼, 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah bilangan bulat terkecil yang lebih besar 

dari 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 maka berlaku 

(𝒟𝑎+
𝛼 𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) + 𝒟𝑎+
𝛼 𝑔(𝑥) 

Bukti:  

Dengan menerapkan Teorema 2.18 pada Definisi 3.2 sehingga diperoleh 

𝒟𝑎+
𝛼 (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
(𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

+ 

   
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 

 = 𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) + 𝒟𝑎+

𝛼 𝑔(𝑥) 
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Contoh: Misalkan diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 dan fungsi 𝑔(𝑥) = 𝑥 akan dicari 

turunan fraksional kiri dengan orde 𝛼 = 1,5 sehingga untuk 𝛼 = 1,5 → [𝛼] =

1. 𝑛 = 2 

𝒟+
1,5((𝑥2) + (𝑥)) = 

1

Γ(2 − 1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
((𝑡2) + (𝑡)) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1,5−2+1

𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
𝑡2 + 𝑡 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)0,5

𝑥

0

 

Dengan memisalkan 𝑢 = (𝑥 − 𝑡)−
1

2
 
 maka 𝑑𝑢 =

1

2
(𝑥 − 𝑡)−

3

2
 𝑑𝑡 

𝒟+
1,5((𝑥2) + (𝑥)) = 

1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑡2 + 𝑡)

𝑥

0

(𝑥 − 𝑡)−
1
2 𝑑𝑡 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫((𝑥 − 𝑢−2)2 + 𝑥 − 𝑢−2)

0

1

√𝑥

∙ 𝑢 ∙ 2(𝑥 − 𝑡)
3
2

 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑥2 − 2𝑥𝑢−2 + 𝑢−4 + 𝑥 − 𝑢−2)

0

1

√𝑥

∙ 2𝑢−2 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 2𝑥2𝑢−2 − 4𝑥𝑢−4 + 2𝑢−6 + 2𝑥𝑢−2

0

1

√𝑥

 

  −2𝑢−4 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[−2𝑥2𝑢−1 +
4

3
𝑥𝑢−3 −

2

5
𝑢−5 − 2𝑥𝑢−1 

  +
2

3
𝑢−3]

1

√𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

 [0 − (−2𝑥2 (
1

√𝑥
)

−1

+
4

3
𝑥 (

1

√𝑥
)

−3

− 
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2

5
(

1

√𝑥
)

−5

− 2𝑥 (
1

√𝑥
)

−1

+
2

3
(

1

√𝑥
)

−5

)] 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[− (
2

5
𝑥

5
2 +

4

3
𝑥

5
2 −

2

5
𝑥

5
2 − 2𝑥

3
2 +

2

3
𝑥

3
2)] 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑

𝑑𝑥
[
16

15
𝑥

5
2 +

4

3
𝑥

3
2]) 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
[
80

30
𝑥

3
2 + 2𝑥

1
2]) 

𝒟+
1,5((𝑥2) + (𝑥)) = 

1

Γ(0,5)
(4𝑥

1
2 + 𝑥−

1
2) 

3. Pengurangan 

Dengan menggunakan Teorema 2.20 jika 𝑓 dan 𝑔 suatu fungsi yang terdefinisi 

pada ℝ dengan orde 𝛼, 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah bilangan bulat terkecil yang lebih 

besar dari 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 maka berlaku  

(𝒟𝑎+
𝛼 𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) − 𝒟𝑎+
𝛼 𝑔(𝑥) 

Bukti:  

 Dengan menerapkan Teorema 2.20 pada Definisi 3.2 

𝒟𝑎+
𝛼 (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
(𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

− 

   
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 

 = 𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) − 𝒟𝑎+

𝛼 𝑔(𝑥) 
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Contoh: Misalkan diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 dan fungsi 𝑔(𝑥) = 𝑥 akan dicari 

turunan fraksional kiri dengan orde 𝛼 = 1,5 sehingga untuk 𝛼 = 1,5 → [𝛼] =

1, 𝑛 = 2 

𝒟+
1,5((𝑥2) − (𝑥)) 

= 
1

Γ(2 − 1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
((𝑡2) − (𝑡)) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1,5−2+1

𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
𝑡2 − 𝑡 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)0,5

𝑥

0

 

Dengan memisalkan 𝑢 = (𝑥 − 𝑡)−
1

2
 
 maka 𝑑𝑢 =

1

2
(𝑥 − 𝑡)−

3

2
 𝑑𝑡 

𝒟+
1,5((𝑥2) − (𝑥)) = 

1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑡2 + 𝑡)

𝑥

0

(𝑥 − 𝑡)−
1
2 𝑑𝑡 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫((𝑥 − 𝑢−2)2 − 𝑥 − 𝑢−2)

0

1

√𝑥

∙ 𝑢 ∙ 2(𝑥 − 𝑡)−
3
2

 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫(𝑥2 − 2𝑥𝑢−2 + 𝑢−4 − 𝑥 − 𝑢−2)

0

1

√𝑥

∙ 2𝑢−2 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫ 2𝑥2𝑢−2 − 4𝑥𝑢−4 + 2𝑢−6 − 2𝑥𝑢−2

0

1

√𝑥

  

  −2𝑢−4 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[−2𝑥2𝑢−1 +
4

3
𝑥𝑢−3 −

2

5
𝑢−5 + 2𝑥𝑢−1 

  +
2

3
𝑢−3]

1

√𝑥

0

 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

 [0 − (−2𝑥2 (
1

√𝑥
)

−1

+
4

3
𝑥 (

1

√𝑥
)

−3

− 
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2

5
(

1

√𝑥
)

−5

+ 2𝑥 (
1

√𝑥
)

−1

+
2

3
(

1

√𝑥
)

−5

)] 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

2

[− (
2

5
𝑥

5
2 +

4

3
𝑥

5
2 −

2

5
𝑥

5
2 + 2𝑥

3
2 +

2

3
𝑥

3
2)] 

 = 
1

Γ(0,5)

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑

𝑑𝑥
[−

16

15
𝑥−

1
2 −

8

15
𝑥−

3
2]) 

 = 
1

Γ(0,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
[
16

30
𝑥−

3
2 +

24

30
𝑥−

5
2]) 

𝒟+
1,5((𝑥2) − (𝑥)) = 

1

Γ(0,5)
(−

48

30
𝑥−

5
2 −

120

60
𝑥−

7
2) 

4. Komposisi dengan orde bilangan bulat 

Misalkan 𝒟𝑎+
𝛼  adalah turunan fraksional kiri dengan orde 𝛼 adalah sebarang 

bilangan riil dan 𝑚 sebarang bilangan bulat, maka berlaku  

𝒟𝑎+
𝛼+𝑚𝑓(𝑥) = 𝒟𝑎+

𝛼 (
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

Bukti: 

Sesuai dengan definisi turunan fraksional didapatkan 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝒟𝑎+

𝑛+𝜇
𝑓(𝑥)) = 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝐼𝑎+

(𝑛−(𝑛+𝜇))
𝑓(𝑥))) 

 

 = 
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚 (
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 (𝐼𝑎+
(𝜇)

𝑓(𝑥))) 
 

 = 
𝑑𝑚+𝑛

𝑑𝑥𝑚+𝑛

1

Γ(𝜇)
∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

𝑥

𝑎

 
 

 = 𝒟𝑎+
𝑚+𝑛+𝜇

𝑓(𝑥) (3.11) 

Dengan menotasikan 𝛼 = 𝑛 + 𝜇 sehingga persamaan (3.11) dapat dituliskan  

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥))  = 𝒟𝑎+
𝑚+𝛼𝑓(𝑥)  (3.12) 
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Sedangkan berdasarkan turunan fraksional untuk 𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) adalah 

𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥)  = 𝐷𝑚 𝐼𝑎+

(𝑚−𝛼)
𝑓(𝑥)  

 = 𝐷𝑚 𝒟𝑎+
𝛼  𝐼𝑎+

𝑚  𝑓(𝑥)   

 =  𝒟𝑎+
𝑚+𝛼 (𝐼𝑎+

𝑚  𝑓(𝑥) )  

Dengan demikian turunan fraksional dari turunan ke−𝑚 sebuah fungsi adalah  

𝒟𝑎+
𝛼 (

𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚 )  = 𝒟𝑎+
𝑚+𝛼 (𝐼𝑎+

𝑚  𝑓(𝑚)(𝑥) ) (3.13) 

Integral ke−𝑚 dari turunan ke−𝑚 suatu fungsi dengan 𝑚 bilangan bulat, 

didapatkan  

𝐼𝑎+
𝑚  𝑓(𝑚)(𝑥)  = 

1

Γ(𝑚)
∫

𝑓(𝑚)(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝑚

𝑥

𝑎

 (3.14) 

 Suatu fungsi 𝑓 yang diturunkan (𝑛 − 1) kali di setiap interval yang memuat titik 

𝑎 dapat dituliskan hampiran deret taylornya sesuai Definisi 2.6 sebagai berikut 

𝑓𝑛(𝑥) = 
𝑓(𝑎) +

𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)

1!
+

𝑓′′(𝑎) (𝑥 − 𝑎)2 

2!

+
𝑓′′′(𝑎) (𝑥 − 𝑎)3

 3!
 

  + ⋯ +
𝑓𝑛(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑛

𝑛!
 

Selanjutnya dengan menggunakan Teorema 2.7 diperoleh  

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥) + 𝑅𝑛(𝑥) 

𝑅𝑛 = ∫
(𝑏 − 𝑡)𝑛−1

(𝑛 − 1)!
𝑓(𝑛)(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

Oleh karena itu, persamaan (3.14) dapat dituliskan 

𝐼𝑎+
𝑚  𝑓(𝑚)(𝑥)  = 

1

Γ(𝑚)
∫

𝑓(𝑚)(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝑚

𝑥

𝑎
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 = 𝑓(𝑥) − ∑
𝑓𝑗(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑗

Γ(𝑗 + 1)

𝑛−1

𝑗=0

  

Sehingga persamaan (3.13) dapat dituliskan kembali sebagai berikut  

𝒟𝑎+
𝛼 (

𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
)  = 𝒟𝑎+

𝑚+𝛼  (𝑓(𝑥) − ∑
𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑗

Γ(𝑗 + 1)

𝑚−1

𝑗=0

 ) 

 = 𝒟𝑎+
𝑚+𝛼 𝑓(𝑥) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

Atau dapat dituliskan dalam bentuk lain  

𝒟𝑎+
𝑚+𝛼 𝑓(𝑥) = 𝒟𝑎+

𝛼 (
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) + ∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

5. Turunan Fraksional Sebagai Invers Kiri dari Integral Fraksional  

Turunan fraksional kiri merupakan invers dari integral fraksional kiri dengan 

orde 𝛼. 

Misalkan 𝒟𝑎+
𝛼 adalah turunan fraksional kiri orde 𝛼 dengan 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 dan 

𝐼𝑎+
𝛼  adalah integral fraksional kiri berorde 𝛼, 𝛼 > 0 sehingga berlaku 

𝒟𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Bukti: 

𝒟𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

  

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

1

Γ(𝛼)
∫

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

  

 = 
1

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1

𝑥

𝑎

 ∫
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎
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 = 
1

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 (3.15) 

Dengan menggunakan teorema dirichlet dan kemudian menyelesaikan  integral 

dalam terlebih dahulu  

∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 = ∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 𝑑𝑠

𝑥

𝑎

 

 = ∫ 𝑓 (𝑠)

𝑥

𝑎

𝑑𝑠 ∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 

Didapatkan  

∫
1

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 = ∫(𝑥 − 𝑡)𝑛−𝛼−1 (𝑡 − 𝑠)𝛼−1

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 

Kemudian mensubstitusikan 𝜏 ke dalam variabel 𝑡  

𝜏 =
𝑡 − 𝑠

𝑥 − 𝑠
 , 𝑡 = 𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠) 

𝑑𝑡 = (𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

 

∫(𝑥 − 𝑡)𝑛−𝛼−1 (𝑡 − 𝑠)𝛼−1

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 

= ∫ (𝑥 − (𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠)))
𝑛−𝛼−1

 ((𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠)) − 𝑠)
𝛼−1

1

0

 (𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

= ∫(𝑥 − 𝑠 − 𝜏(𝑥 − 𝑠))
𝑛−𝛼−1

1

0

(𝜏(𝑥 − 𝑠))
𝛼−1

(𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

= ∫((𝑥 − 𝑠)(1 − 𝜏))
𝑛−𝛼−1

1

0

(𝜏(𝑥 − 𝑠))
𝛼−1

(𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 
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= ∫(𝑥 − 𝑠)𝑛−𝛼−1(1 − 𝜏)𝑛−𝛼−1 𝜏𝛼−1(𝑥 − 𝑠)𝛼−1

1

0

(𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

= (𝑥 − 𝑠)𝑛−1 ∫(1 − 𝜏)𝑛−𝛼−1 𝜏𝛼−1

1

0

 𝑑𝜏 

Dengan menggunakan aturan fungsi beta dan fungsi gamma diperoleh 

∫(1 − 𝜏)𝑛−𝛼−1 𝜏𝛼−1

1

0

 𝑑𝜏 = ∫(1 − 𝜏)(𝑛−𝛼)−1 𝜏𝛼−1

1

0

 𝑑𝜏 

 = Β(𝑛 − 𝛼, 𝛼) 

 = 
Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝛼)

Γ(𝑛 − 𝛼 + 𝛼)
 

Sehingga persamaan (3.15) didapatkan  

𝒟𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 
1

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

𝑎

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

 = 
1

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑥

𝑎

𝑑𝑠 (𝑥 − 𝑠)𝑛−1
Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝛼)

Γ(𝑛)
 

 = 
Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝛼)

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝑛)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑠)𝑛−1𝑑𝑠 

𝒟𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 
1

Γ(𝑛)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑠)𝑛−1𝑑𝑠 

Dengan menggunakan formula Cauchy 

𝒟𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 
1

Γ(𝑛)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑠)𝑛−1𝑑𝑠 
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 = (
𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(
1

(𝑛 − 1)!
 ∫(𝑥 − 𝑠)𝑛−1 𝑓(𝑠)

𝑥

𝑎

𝑑𝑠) 

 = (
𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(∫ 𝑑𝑥1

𝑥

𝑎

∫ 𝑑𝑥2

𝑥

𝑎

… ∫ 𝑓(𝑥)

𝑥

𝑎

𝑑𝑥𝑛) 

 = 𝑓(𝑥) 

6. Turunan Fraksional Sebagai Invers Kanan dari Integral Fraksional dengan 

Syarat Tertentu 

Misalkan  𝒟𝑎+
𝛼  turunan fraksional kiri berorde 𝛼, 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛 dan 𝐼𝑎+

𝛼  

integral fraksional kiri berorde 𝛼, 𝛼 > 0. Jika [𝒟𝑎+
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

= 0, 𝑗 =

(1,2, … , 𝑛) maka berlaku  

𝐼𝑎+
𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Bukti: 

𝐼𝑎+
𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 
1

Γ(𝛼)
 ∫

𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

𝑥

𝑎

  

 = 
𝑑

𝑑𝑥
[

1

Γ(𝛼 + 1)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

] (3.16) 

untuk menyelesaikan persamaan (3.16) harus terlebih dahulu menyelesaikan 

integral dalam sebagai berikut  

 1

Γ(𝛼 + 1)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑎

 𝑑𝑡 

= 
1

Γ(𝛼 + 1)
 ∫(𝑥 − 𝑡)𝛼  

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛

𝑥

𝑎

{𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑓(𝑡)} 𝑑𝑡 
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= 𝐼𝑎+
𝛼+1 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
{𝐼𝑎+

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)} 

Dengan menggunakan sifat nomor 5 (komposisi dengan orde bilangan bulat) 

untuk suatu turunan ke−𝑛 dari integral lipat dapat ditulis  

 
𝐼𝑎+

𝛼+1 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
{𝐼𝑎+

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)} 

= 𝐼𝑎+
𝛼+1−𝑛 {𝐼𝑎+

𝑛−𝛼𝑓(𝑡)} − ∑ [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝐼𝑎+

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
  

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)
 ∫

𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−(𝛼+1−𝑛)

𝑥

𝑎

− 

 ∑ [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝐼𝑎+

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛

𝑥

𝑎

𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 − 

 ∑ [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝐼𝑎+

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛

𝑥

𝑎

 𝑑𝑡 ∫
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑡 − 𝑠)1−𝑛+𝛼

𝑥

𝑡

− 

 ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)
∫ ∫

𝑓(𝑠)

(𝑥 − 𝑡)𝑛−𝛼(𝑡 − 𝑠)1−𝑛+𝛼

𝑥

𝑠

𝑥

𝑎

𝑑𝑠 𝑑𝑡 − 

 ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

Dengan menggunakan teorema dirichlet seperti yang sebelumnya diperoleh 



57 

  
 

= 
Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(1)
∫ 𝑓(𝑠)

𝑥

𝑎

𝑑𝑠 − 

 

 ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

 

= 
1

Γ(1)
∫ 𝑓(𝑠)

𝑥

𝑎

𝑑𝑠 − ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

 

= 𝐼𝑎+
1 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑎+

𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 (3.17) 

Setelah diperoleh persamaan (3.17) kemudian (3.17) disubstitusikan pada 

persamaan (3.16) sehingga  

𝐼𝑎+
𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 
𝑑

𝑑𝑥
[

1

Γ(𝛼 + 1)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

𝑎

] 

 = 
𝑑

𝑑𝑥
[𝐼𝑎+

1 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
] 

 = 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 1 − 𝑛)
 

Karena diketahui untuk  

[𝒟𝑎+
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

= 0,        𝑗 = (1,2, … , 𝑛) 

Sehingga  

[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 = 0,     𝑛 = (1,2, … , 𝑘) 

Akibatnya  

∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝑛+𝛼 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 1 − 𝑛)
= 0 

Jadi diperoleh  
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𝐼𝑎+
𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

7. Komposisi Pada Turunan Fraksional Kiri 

Misalkan 𝒟𝑎+
𝛼  turunan fraksional kiri dengan 𝑚 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑚 dan 𝒟𝑎+

𝜇
 dengan 

𝑛 − 1 ≤ 𝜇 < 𝑛. Jika [𝒟𝑎+
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

= 0, (𝑗 = 1,2, … , 𝑚) dan 

[𝒟𝑎+
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

= 0, (𝑗 = 1,2, … , 𝑛), maka berlaku  

𝒟𝑎+
𝛼 (𝒟𝑎+

𝜇
𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑎+

𝜇 (𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑎+

𝛼+𝜇
𝑓(𝑥) 

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi turunan fraksional kiri diperoleh  

𝒟𝑎+
𝛼 (𝒟𝑎+

𝜇
𝑓(𝑥)) = 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[𝐼𝑎+

𝑚−𝛼 (𝒟𝑎+
𝜇

𝑓(𝑥))] 

 = 
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[𝒟𝑎+

𝛼+𝜇−𝑚
 𝑓(𝑥) − 

  ∑[𝒟𝑎+
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑛

𝑗=1

(𝑥 − 𝑎)𝑚−𝛼−𝑗 

Γ(1 + 𝑚 − 𝛼 − 𝑗)
] 

 = 𝒟𝑎+
𝛼+𝜇

 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑎+
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑛

𝑗=1

(𝑥 − 𝑎)−𝛼−𝑗 

Γ(1 − 𝛼 − 𝑗)
 

Saat posisi 𝛼 bertukar dengan 𝜇, maka diperoleh  

𝒟𝑎+
𝜇 (𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥)) = 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[𝐼𝑎+

𝑛−𝜇
 (𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥))] 

 = 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[𝒟𝑎+

𝛼+𝜇−𝑛
 𝑓(𝑥) − 

  ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑚

𝑗=1

(𝑥 − 𝑎)𝑚−𝜇−𝑗 

Γ(1 + 𝑚 − 𝜇 − 𝑗)
] 
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 = 𝒟𝑎+
𝛼+𝜇

 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑎+
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

 

𝑚

𝑗=1

(𝑥 − 𝑎)−𝜇−𝑗 

Γ(1 − 𝜇 − 𝑗)
 

Karena  

[𝒟𝑎+
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

= 0,       𝑗 = (1,2, … , 𝑚) 

Dan  

[𝒟𝑎+
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑎

= 0,       𝑗 = (1,2, … , 𝑛) 

Sehingga 

𝒟𝑎+
𝛼 (𝒟𝑎+

𝜇
𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑎+

𝜇 (𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑎+

𝛼+𝜇
𝑓(𝑥) 

 Dari hasil diatas dapat disimpulkan bawa komposisi turunan fraksional kiri 

tidak berlaku sifat komutatif kecuali saat kasus trivial yaitu 𝛼 = 𝜇, atau 𝛼 ≠ 𝜇 

tetapi dipenuhi syarat sebagaimana seperti yang telah dijelaskan diatas. 

Contoh: Misalkan diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 dengan 𝛼 = 1,2 dan 𝜇 = 1,3 

akan dicari turunan fraksional kiri dengan menggunakan sifat komposisi 

𝒟𝑎+
𝛼 (𝒟𝑎+

𝜇
𝑓(𝑥)) sebagai berikut: 

𝒟+
1,2(𝒟+

1,3𝑥2) = 
1

Γ(1 − 1,2)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
𝒟+

1,3𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1,2−2+1

𝑥

0

 

 = 
1

Γ(1 − 1,2)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
1

(𝑥 − 𝑡)1,2−2+1

𝑥

0

 

  [
1

Γ(1 − 1,3)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

2

∫
𝑠2 𝑑𝑠

(𝑡 − 𝑠)1,3−2+1

𝑡

0

] 𝑑𝑡 

 = 
1

Γ(0,8)Γ(0,7)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫ ∫
𝑠2

(𝑥 − 𝑡)0,2(𝑡 − 𝑠)0,3

𝑡

0

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑥

0
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 = 
1

Γ(0,8)Γ(0,7)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫ 𝑠2𝑑𝑠 ∫
1

(𝑥 − 𝑡)0,2(𝑡 − 𝑠)0,3

𝑡

𝑠

 𝑑𝑡 

𝑥

0

 

Dengan mensubstitusikan 𝜏 padaa variabel 𝑡 

𝜏 =
𝑡 − 𝑠

𝑥 − 𝑠
, 𝑡 = 𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠),    

Sedemikian sehingga  

𝑑𝑡 = (𝑥 − 𝑠)𝑑𝜏  

Saat 𝑡 = 𝑠, 𝜏 = 0 dan 𝑡 = 𝑥, 𝜏 = 1 

 

∫(𝑥 − 𝑡)−0,2 (𝑡 − 𝑠)−0,3

𝑥

𝑠

 𝑑𝑡 

= ∫ (𝑥 − (𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠)))
−0,2

 ((𝑠 + 𝜏(𝑥 − 𝑠)) − 𝑠)
−0,3 

1

0

 (𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

= ∫((𝑥 − 𝑠)(1 − 𝜏))
−0,2

1

0

(𝜏(𝑥 − 𝑠))
−0,3

(𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

= ∫(𝑥 − 𝑠)0,5(1 − 𝜏)−0.2 𝜏−0,3(𝑥 − 𝑠)−0,3

1

0

(𝑥 − 𝑠) 𝑑𝜏 

= (𝑥 − 𝑠)0,5 ∫(1 − 𝜏)−0,2 𝜏−0,3

1

0

 𝑑𝜏 

= (𝑥 − 𝑠)0,5Β(0,7 , 0,8) 

= (𝑥 − 𝑠)0,5
Γ(0,7)Γ(0,8)

Γ(1,5)
 

Sehingga didapatkan  

𝒟+
1,2(𝒟+

1.3𝑥2)) = 
1

Γ(0,8)Γ(0,7)

Γ(0,7)Γ(0,8)

Γ(1,5)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫ 𝑠2

𝑥

0

(𝑥 − 𝑠)0,5𝑑𝑠 
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 = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫ 𝑠2

𝑥

0

(𝑥 − 𝑠)0,5𝑑𝑠 

Dengan memisalkan 𝑢 = (𝑥 − 𝑠)
1

2, 𝑑𝑢 = −
1

2
(𝑥 − 𝑠)−

1

2𝑑𝑠 diperoleh  

𝒟+
1,2(𝒟+

1.3𝑥2)) = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫ 𝑠2

𝑥

0

(𝑥 − 𝑠)
1
2𝑑𝑠 

 = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫(𝑥 − 𝑢2)2 ∙ 𝑢 ∙ 2 (𝑥 − 𝑠)
1
2

0

√𝑥

 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

∫ 2𝑥2𝑢2 − 4𝑥𝑢4 + 2𝑢6

0

√𝑥

 𝑑𝑢 

 = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

[
2

3
𝑥2𝑢3 −

4

5
𝑥𝑢5 +

2

7
𝑢7]

√𝑥

0

 

 = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

[0 − (
2

3
𝑥2(√𝑥)

3
−

4

5
𝑥(√𝑥)

5
+

2

7
(√𝑥)

7
)] 

 = 
1

Γ(1,5)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

4

−
16

105
𝑥

7
2 

 = 
1

Γ(1,5)
− 𝑥−

1
2 

 

3.3 Sifat-Sifat Turunan Fraksional Kanan 

Definisi 3.3  

Untuk fungsi 𝑓(𝑥) pada interval [𝑎, 𝑏] dilambangkan  

𝒟𝑏−
𝛼  = 

(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

   , 𝑛 = [𝛼] + 1 (3.18) 

 = 𝐷𝑛 𝐼𝑏−
𝑛−𝛼 𝑓(𝑥) 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛  



62 

  
 

adalah turunan fraksioanal kanan berorde 𝛼, dengan 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah 

bilangan bulat terkecil yang lebih besar dari 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤

𝛼 < 𝑛. 

Hubungan antara turunan fraksional kiri dan kanan dapat dituliskan dalam 

lema berikut: 

Lema 3.4  

Misalkan 𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) dan 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) merupakan turunan fraksional sepihak 

dengan orde 𝛼, dengan 𝑛 adalah bilangan bulat terkecil yang lebih besar dari 

𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 dan 𝑏 = 𝑎 maka diperoleh hubungan 

𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) = (−1)𝛼𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) 

Bukti: 

𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =  𝐷𝑛  (𝐼𝑎+

(𝑛−𝛼)
𝑓(𝑥)) 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓(𝑡) (𝑥 − 𝑡)𝑛−𝛼−1

𝑥

𝑎

 𝑑𝑡 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

− ∫ 𝑓(𝑡) (−(𝑡 − 𝑥))
𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡,     𝑏 = 𝑎 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(−1)1 ∫ 𝑓(𝑡) (−1)𝑛−𝛼−1(𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(−1)1+𝑛−𝛼−1 ∫ 𝑓(𝑡) (𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡 

 = 
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(−1)𝑛−𝛼 ∫ 𝑓(𝑡) (𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡 
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 = (−1)−𝛼
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓(𝑡) (𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼−1

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡 

 = (−1)−𝛼𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =  (−1)𝛼𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) 

1. Kelipatan Konstanta 

Dengan menggunakan Teorema 2.17 Jika 𝜆 adalah konstanta dan suatu fungsi 

yang terdefinisi pada ℝ, dengan orde 𝛼, 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah bilangan bulat 

terkecil yang lebih besar 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛 maka berlaku 

(𝒟𝑏−
𝛼  𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆(𝒟𝑏−

𝛼 𝑓)(𝑥) 

Bukti: 

Dengan menggunakan Definisi 3.3 sehingga diperoleh  

(𝒟𝑏−
𝛼  𝜆𝑓)(𝑥) = 

(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝜆𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 

 = 
𝜆

Γ(𝑛 − 𝛼)
(−

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 

 = 𝜆(𝒟𝑏−
𝛼 𝑓)(𝑥) 

2. Penjumlahan  

Dengan menggunakan Teorema 2.18, kemudian didefinisikan penjumlahan 

turunan fraksional kanan. Jika terdapat dua fungsi 𝑓 dan 𝑔 yang terdefinisikan 

pada ℝ dengan orde 𝛼, 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah bilangan bulat terkecil yang lebih 

besar dari 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 maka berlaku 

(𝒟𝑏−
𝛼 𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) + 𝒟𝑏−
𝛼 𝑔(𝑥) 

Bukti:  

Dengan menerapkan Teorema 2.18 pada Definisi 3.3 sehingga diperoleh 
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𝒟𝑏−
𝛼 (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 

(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
(𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 

 = 
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

+ 

   
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 

 = 𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) + 𝒟𝑏−

𝛼 𝑔(𝑥) 

3. Pengurangan 

Dengan menggunakan Teorema 2.20 jika 𝑓 dan 𝑔 suatu fungsi yang terdefinisi 

pada ℝ dengan orde 𝛼, 𝛼 > 0 dan 𝑛 adalah bilangan bulat terkecil yang lebih 

besar dari 𝛼 sedemikian sehingga 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 maka berlaku 

(𝒟𝑏−
𝛼 𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) − 𝒟𝑏−
𝛼 𝑔(𝑥) 

Bukti:  

Dengan menerapkan Teorema 2.20 pada Definisi 3.3 

𝒟𝑏−
𝛼 (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 

(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
(𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 

 = 
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

− 

   
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 

 = 𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) − 𝒟𝑏−

𝛼 𝑔(𝑥) 
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4. Komposisi dengan orde bilangan bulat 

Misalkan 𝒟𝑏−
𝛼  adalah turunan fraksional kanan dengan orde 𝛼 adalah sebarang 

bilangan ril dan 𝑚 sebarang bilangan bulat, maka berlaku  

𝒟𝑏−
𝛼+𝑚𝑓(𝑥) = 𝒟𝑏−

𝛼 (
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑏)(𝑏 − 𝑥)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

Bukti: 

Sesuai dengan definisi turunan fraksional didapatkan 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝒟𝑏−

𝑛+𝜇
𝑓(𝑥)) = 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝐼𝑏−

(𝑛−(𝑛+𝜇))
𝑓(𝑥))) 

 

 = 
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝐼𝑏−

(𝜇)
𝑓(𝑥))) 

 

 = 
𝑑𝑚+𝑛

𝑑𝑥𝑚+𝑛

1

Γ(𝜇)
∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼

𝑏

𝑥

 

 

 = 𝒟𝑏−
𝑚+𝑛+𝜇

𝑓(𝑥) (3.19) 

Dengan menotasikan 𝛼 = 𝑛 + 𝜇 sehingga persamaan (3.19) dapat dituliskan  

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥))  = 𝒟𝑏−
𝑚+𝛼𝑓(𝑥) (3.20) 

Sedangkan berdasarkan turunan fraksional untuk 𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) adalah 

𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥)  = 𝐷𝑚 𝐼𝑏−

(𝑚−𝛼)
𝑓(𝑥)  

 = 𝐷𝑚 𝒟𝑏−
𝛼  𝐼𝑏−

𝑚  𝑓(𝑥)   

 =  𝒟𝑏−
𝑚+𝛼 (𝐼𝑏−

𝑚  𝑓(𝑥) )  

Dengan demikian turunan fraksional dari turunan ke−𝑚 sebuah fungsi adalah  

𝒟𝑏−
𝛼 (

𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚 )  = 𝒟𝑏−
𝑚+𝛼 (𝐼𝑏−

𝑚  𝑓(𝑚)(𝑥) ) (3.21) 
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Integral ke−𝑚 dari turunan ke−𝑚 suatu fungsi dengan 𝑚 bilangan bulat, 

didapatkan  

𝐼𝑏−
𝑚  𝑓(𝑚)(𝑥) = 

1

Γ(𝑚)
∫

𝑓(𝑚)(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−𝑚

𝑏

𝑥

 (3.22) 

Suatu fungsi 𝑓 yang diturunkan (𝑛 − 1) kali di setiap interval yang memuat titik 

𝑏 dapat dituliskan hampiran deret taylornya sesuai Definisi 2.6 sebagai berikut 

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑏) +
𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑥)

1!
+

𝑓′′(𝑏) (𝑏 − 𝑥)2 

2!
+

𝑓′′′(𝑎) (𝑏 − 𝑥)3

 3!
 

  + ⋯ +
𝑓𝑛(𝑏)(𝑏 − 𝑎)𝑛

𝑛!
 

Selanjutnya dengan menggunakan Teorema 2.7 diperoleh  

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑝𝑛(𝑥) 

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) − ∑
𝑓𝑗(𝑏)(𝑏 − 𝑎)𝑗

Γ(𝑗 + 1)

𝑛−1

𝑗=0

 

Oleh karena itu, persamaan (3.22) dapat dituliskan 

𝐼𝑎+
𝑚  𝑓(𝑚)(𝑥)  = 

1

Γ(𝑚)
∫

𝑓(𝑚)(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−𝑚

𝑏

𝑥

  

 = 𝑓(𝑥) − ∑
𝑓𝑗(𝑏)(𝑏 − 𝑎)𝑗

Γ(𝑗 + 1)

𝑛−1

𝑗=0

  

Sehingga persamaan (3.21) dapat dituliskan kembali sebagai berikut  

𝒟𝑏−
𝛼 (

𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
)  = 𝒟𝑏−

𝑚+𝛼  (𝑓(𝑥) − ∑
𝑓(𝑗)(𝑏)(𝑏 − 𝑥)𝑗

Γ(𝑗 + 1)

𝑚−1

𝑗=0

 ) 

 = 𝒟𝑏−
𝑚+𝛼 𝑓(𝑥) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑏)(𝑏 − 𝑥)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

Atau dapat dituliskan dalam bentuk lain  
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𝒟𝑏−
𝑚+𝛼 𝑓(𝑥) = 𝒟𝑏−

𝛼 (
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) + ∑

𝑓(𝑗)(𝑏)(𝑏 − 𝑥)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

5. Turunan Fraksional Sebagai Invers Kiri dari Integral Fraksional  

Turunan fraksional kanan merupakan invers dari integral fraksional kanan 

dengan orde 𝛼. 

Misalkan 𝒟𝑏−
𝛼 adalah turunan fraksional kanan orde 𝛼 dengan 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 

dan 𝐼𝑏−
𝛼  adalah integral fraksional kanan berorde 𝛼, 𝛼 > 0 sehingga berlaku 

𝒟𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Bukti: 

𝒟𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

  

 = 
(−1)𝑛

Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

1

Γ(𝛼)
∫

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑏

𝑡

  

 = 
(−1)𝑛

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫
 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑏

𝑥

 ∫
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑏

𝑡

  

 = 
(−1)𝑛

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑏

𝑡

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 (3.23) 

Dengan menggunakan teorema dirichlet dan kemudian menyelesaikan  integral 

dalam terlebih dahulu  

∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑏

𝑡

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 = ∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑠

𝑥

 𝑑𝑡 𝑑𝑠

𝑏

𝑥

 

 = ∫ 𝑓 (𝑠)

𝑏

𝑥

𝑑𝑠 ∫
1

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑠

𝑥

 𝑑𝑡 

Didapatkan  
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∫
1

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑠

𝑥

 𝑑𝑡 = ∫(𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼−1(𝑠 − 𝑡)𝛼−1

𝑠

𝑥

 𝑑𝑡 

Kemudian mensubstitusikan 𝜆 ke dalam variabel 𝑡 dimana 

𝜆 =
𝑡 − 𝑥

𝑠 − 𝑥
 ,      𝑡 = 𝑥 + 𝜆(𝑠 − 𝑥) 

𝑑𝑡 = (𝑠 − 𝑥) 𝑑𝜆 

Sehingga, saat 𝑡 = 𝑥, 𝜆 = 0 dan saat 𝑡 = 𝑠, 𝜆 = 1 

 

∫(𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼−1(𝑠 − 𝑡)𝛼−1

𝑠

𝑥

 𝑑𝑡 

= ∫ ((𝑥 + 𝜆(𝑠 − 𝑥)) − 𝑥)
𝑛−𝛼−1

 (𝑠 − (𝑥 + 𝜆(𝑠 − 𝑥)))
𝛼−1

1

0

(𝑠 − 𝑥) 𝑑𝜆 

= ∫(𝜆(𝑠 − 𝑥))
𝑛−𝛼−1

1

0

(𝑠 − 𝑥 − 𝜆(𝑥 − 𝑠))
𝛼−1

(𝑠 − 𝑥) 𝑑𝜆 

= ∫(𝜆(𝑠 − 𝑥))
𝑛−𝛼−1

1

0

((𝑠 − 𝑥)(1 − 𝜆))
𝛼−1

(𝑠 − 𝑥) 𝑑𝜆 

= ∫  𝜆𝑛−𝛼−1(𝑠 − 𝑥)𝑛−𝛼−1(𝑠 − 𝑥)𝛼−1(1 − 𝜆)𝛼−1

1

0

(𝑠 − 𝑥) 𝑑𝜆 

= (𝑠 − 𝑥)𝑛−1 ∫ 𝜆𝑛−𝛼−1(1 − 𝜆)𝛼−1

1

0

 𝑑𝜆 

Dengan menggunakan aturan fungsi beta dan fungsi gamma diperoleh 

∫ 𝜆𝑛−𝛼−1(1 − 𝜆)𝛼−1

1

0

 𝑑𝜆 = ∫ 𝜆(𝑛−𝛼)−1 (1 − 𝜆)𝛼−1

1

0

 𝑑𝜆 

 = Β(𝑛 − 𝛼, 𝛼) 
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 = 
Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝛼)

Γ(𝑛 − 𝛼 + 𝛼)
 

Sehingga persamaan (3.23) didapatkan  

𝒟𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 
(−1)𝑛

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ ∫
𝑓(𝑠)

(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛+1(𝑠 − 𝑡)1−𝛼

𝑏

𝑡

 𝑑𝑠 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 

 = 
(−1)𝑛

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)
 (

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑏

𝑥

𝑑𝑠 (𝑠 − 𝑥)𝑛−1
Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝛼)

Γ(𝑛)
 

 = 
Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝛼)(−1)𝑛 

Γ(𝛼)Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(𝑛)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑏

𝑥

(𝑠 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑠 

𝒟𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 
(−1)𝑛

Γ(𝑛)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑏

𝑥

(𝑠 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑠 

Dengan menggunakan formula Cauchy 

𝒟𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 
(−1)𝑛

Γ(𝑛)
(

𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

∫ 𝑓 (𝑠)

𝑏

𝑥

(𝑠 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑠 

 = (
𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(
1

(𝑛 − 1)!
 ∫(𝑠 − 𝑥)𝑛−1 𝑓(𝑠)

𝑏

𝑥

𝑑𝑠) 

 = (
𝑑

𝑑𝑥
)

𝑛

(∫ 𝑑𝑥1

𝑏

𝑥

∫ 𝑑𝑥2

𝑏

𝑥

… ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑥

𝑑𝑥𝑛) 

 = 𝑓(𝑥) 
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6. Turunan Fraksional Sebagai Invers Kanan dari Integral Fraksional dengan 

Syarat Tertentu 

Misalkan  𝒟𝑏−
𝛼  turunan fraksional kanan berorde 𝛼, 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛 dan 𝐼𝑏−

𝛼  

integral fraksional kanan berorde 𝛼, 𝛼 > 0. Jika [𝒟𝑏−
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

= 0, 𝑗 =

(1,2, … , 𝑛) maka berlaku  

𝐼𝑏−
𝛼 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Bukti: 

𝐼𝑏−
𝛼 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 
1

Γ(𝛼)
 ∫

𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼

𝑏

𝑥

  

 = 
𝑑

𝑑𝑥
[

1

Γ(𝛼 + 1)
∫(𝑡 − 𝑥)𝛼𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

] (3.24) 

untuk menyelesaikan persamaan (3.24) harus terlebih dahulu menyelesaikan 

integral dalam sebagai berikut  

 
1

Γ(𝛼 + 1)
∫(𝑡 − 𝑥)𝛼𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡 

= 
1

Γ(𝛼 + 1)
 ∫(𝑡 − 𝑥)𝛼  

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛

𝑏

𝑥

{𝐼𝑏−
𝑛−𝛼𝑓(𝑡)} 𝑑𝑡 

= 𝐼𝑏−
𝛼+1 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
{𝐼𝑏−

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)} 

Dengan menggunakan sifat nomor 5 (komposisi dengan orde bilangan bulat, 

untuk suatu turunan ke−𝑛 dari integral lipat dapat ditulis  

 
𝐼𝑏−

𝛼+1 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
{𝐼𝑏−

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)} 
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= 𝐼𝑏−
𝛼+1−𝑛 {𝐼𝑏−

𝑛−𝛼𝑓(𝑡)} − ∑ [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝐼𝑏−

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
  

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)
 ∫

𝐼𝑏−
𝑛−𝛼𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−(𝛼+1−𝑛)

𝑏

𝑥

− 

 ∑ [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝐼𝑏−

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)
∫(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛

𝑏

𝑥

𝐼𝑏−
𝑛−𝛼𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 − 

 ∑ [
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
𝐼𝑏−

𝑛−𝛼𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)
∫(𝑡 − 𝑥)𝛼−𝑛

𝑏

𝑥

 𝑑𝑡 ∫
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑡)1−𝑛+𝛼

𝑏

𝑡

− 

 ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

= 
1

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)
∫ ∫

𝑓(𝑠)

(𝑡 − 𝑥)𝑛−𝛼(𝑠 − 𝑡)1−𝑛+𝛼

𝑥

𝑡

𝑏

𝑥

𝑑𝑠 𝑑𝑡 − 

 ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

Dengan menggunakan teorema dirichlet seperti yang sebelumnya diperoleh 

= 
Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)

Γ(𝛼 + 1 − 𝑛)Γ(𝑛 − 𝛼)Γ(1)
∫ 𝑓(𝑠)

𝑏

𝑥

𝑑𝑠 − 

 

 ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
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= 
1

Γ(1)
∫ 𝑓(𝑠)

𝑏

𝑥

𝑑𝑠 − ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

 

= 𝐼𝑏−
1 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑏−

𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 (3.25) 

Setelah diperoleh persamaan (3.25) kemudian (3.25) disubstitusikan pada 

persamaan (3.24) sehingga  

𝐼𝑏−
𝛼 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 
𝑑

𝑑𝑥
[

1

Γ(𝛼 + 1)
∫(𝑡 − 𝑥)𝛼𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

] 

 = 
𝑑

𝑑𝑥
[𝐼𝑏−

1 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
] 

 = 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
 

Karena diketahui untuk  

[𝒟𝑏−
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

= 0,       𝑗 = (1,2, … , 𝑛) 

Sehingga  

[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
= 0,       𝑛 = (1,2, … , 𝑘) 

Akibatnya  

∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑛+𝑘𝑓(𝑥)]

𝑥=𝑏
 

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑥)𝑘−𝑛+𝛼+1 

Γ(𝑘 + 𝛼 + 2 − 𝑛)
= 0 

Jadi diperoleh  

𝐼𝑏−
𝛼 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
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7. Komposisi Pada Turunan Fraksional Kanan 

Misalkan 𝒟𝑏−
𝛼  turunan fraksional kanan dengan 𝑚 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑚 dan 𝒟𝑏−

𝜇
 

dengan 𝑛 − 1 ≤ 𝜇 < 𝑛. Jika [𝒟𝑏−
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

= 0, (𝑗 = 1,2, … , 𝑚) dan 

[𝒟𝑏−
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

= 0, (𝑗 = 1,2, … , 𝑛), maka berlaku  

𝒟𝑏−
𝛼 (𝒟𝑏−

𝜇
𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑏−

𝜇 (𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑏−

𝛼+𝜇
𝑓(𝑥) 

Bukti: 

Dengan menggunakan definisi turunan fraksional kanan diperoleh  

𝒟𝑏−
𝛼 (𝒟𝑏−

𝜇
𝑓(𝑥)) = 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[𝐼𝑏−

𝑚−𝛼 (𝒟𝑏−
𝜇

𝑓(𝑥))] 

 = 
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[𝒟𝑏−

𝛼+𝜇−𝑚
 𝑓(𝑥) − 

  ∑[𝒟𝑏−
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑛

𝑗=1

(𝑏 − 𝑥)𝑚−𝛼−𝑗 

Γ(1 + 𝑚 − 𝛼 − 𝑗)
] 

 = 𝒟𝑏−
𝛼+𝜇

 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑏−
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑛

𝑗=1

(𝑏 − 𝑥)−𝛼−𝑗 

Γ(1 − 𝛼 − 𝑗)
 

Saat posisi 𝛼 bertukar dengan 𝜇, maka diperoleh  

𝒟𝑏−
𝜇 (𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥)) = 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[𝐼𝑏−

𝑛−𝜇
 (𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥))] 

 = 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[𝒟𝑏−

𝛼+𝜇−𝑛
 𝑓(𝑥) − 

  ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑚

𝑗=1

(𝑏 − 𝑥)𝑚−𝜇−𝑗 

Γ(1 + 𝑚 − 𝜇 − 𝑗)
] 

 = 𝒟𝑏−
𝛼+𝜇

 𝑓(𝑥) − ∑[𝒟𝑏−
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

 

𝑚

𝑗=1

(𝑏 − 𝑥)−𝜇−𝑗 

Γ(1 − 𝜇 − 𝑗)
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Karena  

[𝒟𝑏−
𝛼−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

= 0,       𝑗 = (1,2, … , 𝑚) 

Dan  

[𝒟𝑏−
𝜇−𝑗

𝑓(𝑥)]
𝑥=𝑏

= 0,      𝑗 = (1,2, … , 𝑛) 

Sehingga 

𝒟𝑏−
𝛼 (𝒟𝑏−

𝜇
𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑏−

𝜇 (𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑏−

𝛼+𝜇
𝑓(𝑥) 

Dari hasil diatas dapat disimpulkan bawa komposisi turunan fraksional kanan 

tidak berlaku sifat komutatif kecuali saat kasus trivial yaitu 𝛼 = 𝜇, atau 𝛼 ≠ 𝜇 

tetapi dipenuhi syarat sebagaimana seperti yang telah dijelaskan diatas. 

 

3.4  Implementasi Sifat-Sifat Turunan Fraksional sebagai Bentuk dari 

Tafakur  

Pada pembahasan sebelumnya telah dijelaskan tentang perintah berfikir 

didalam al-Quran . Selanjutnya akan dibahas mengenai berfikir dalam prespektif 

islam. Dalam Islam terdapat dua hal untuk memahami suatu al-Qur’an yaitu dengan 

Tadabbur dan Tafakur. Istilah tadabur berasal dari bahasa Arab yakni dabara 

artinya belakang. Sedangkan tadabur itu artinya memikirkan, merenungkan, dan 

memperhatikan sesuatu di balik, di belakang, atau memperhatikan kesudahan 

perkara serta memikirkannya. Dengan kata lain, memperhatikan dan memikirkan 

pangkal dan ujungnya, kemudian mengulanginya beberapa kali (Asyafah, 2014:6). 

Tafakur adalah istilah Arab untuk berfikkir. Menurut Al-Fairuzabadi, salah 

seorang linguis Muslim awal termuka, al-fikr (pikiran) adalah refleksi atas sesuatu, 

afkar adalah bentuk jamaknya. Menurut pandangannya, fikr dan tafakkur adalah 

sinonim dan keduanya memiliki makna sama. Tafkir, pikiran, merupakan gagasan 
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abstrak, sementara tafakkur, berpikir adalah proses wacana reflektif yang hati-hati 

dan sistematik. Itu sebabnya al-Quran mengacunya dengan beragam kata dan tidak 

dengan satu istilah. Tafakur dapat diarahkan dalam beberapa tujuan, diantaranya 

pada penciptaan alam semesta, tanda yang disebarkan Allah di alam semesta, dan 

dapat diarahkan untuk memahami dan menangkap pesan al-Quran  (Badi dan 

Tajdin, 2007:15). 

Salah satu dari tuujuan tafakur adalah berupaya merenungkan fenomena alam 

yaitu dengan menyadari akan luasnya ilmu yang ada di bumi dan melihat 

perkembangan ilmu yang ada dari setiap zamannya. Sehingga dengan begitu 

seseorang dapat terus mengembangkan ilmu pengetahuan dan dapat menemukan 

ilmu pengetahuan yang baru. Dengan demikian, luasnya ilmu yang ada dengan 

perintah Allah berfikir didalam al-Quran dan  kemauan seseorang untuk terus 

belajar menjadikan manusia dapat terus menerus mensyukuri atas nikmatNya.  

Keluasan ilmu yang Allah Swt. miliki dapat dilihat dalam al-Quran surat al-

Baqarah/2:247, yaitu: 

ََّّوَقاَلََّ ََّلهَُمَّۡنبَيُِّهُمَّۡإنِ  َّيكَُونَُّلََََُّّٱلل  َٰ نَّ 
َ
قدََّۡبَعَثََّلكَُمَّۡطَالوُتََّمَلكِٗٗهَّقاَلوُٓاَّْأ

َّۡ ََِّّمُلۡكَُّٱل َّب حَقُّ
َ
ِنَََّّٱلمُۡلۡكَِّعَلَيۡنَاَّوَنََۡنَُّأ ََّّٱلمَۡالِ َّمِنۡهَُّوَلمََّۡيؤُۡتََّسَعَةَّٗم  ََّقاَلََّإنِ  َّٱلل 

َٰهَُّ سۡمِ َّوَََّّٱلۡعِلۡمَِّبسَۡطَةَّٗفََِِّّۥعَلَيۡكُمَّۡوَزَادَهََُّّٱصۡطَفَى َُّوَََّّٱلِۡۡ نَّمَََّّۥيؤُۡتَِّمُلكَۡهََُّّٱلل 
هَّوََّ َُّيشََاءُٓ ٢٤٧ََّّوََٰسِعٌَّعَليِمََّّٞٱلل 

“Nabi mereka mengatakan kepada mereka: "Sesungguhnya Allah telah 

mengangkat Thalut menjadi rajamu". Mereka menjawab: "Bagaimana Thalut 

memerintah kami, padahal kami lebih berhak mengendalikan pemerintahan 

daripadanya, sedang diapun tidak diberi kekayaan yang cukup banyak?" Nabi 

(mereka) berkata: "Sesungguhnya Allah telah memilih rajamu dan 

menganugerahinya ilmu yang luas dan tubuh yang perkasa". Allah memberikan 

pemerintahan kepada siapa yang dikehendaki-Nya. Dan Allah Maha Luas 

pemberian-Nya lagi Maha Mengetahui” (QS. al-Baqarah/2:247). 
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Ayat diatas menjelaskan bahwa ilmu yang dimiliki oleh Allah sangatlah luas, 

sehingga dengan mengaitkan perintah berfikir dalam al-Quran dan metode tafakur 

yang digunakan dapat menjadikan manusia untuk lebih mensyukuri nikmat Allah 

dengan cara mengikuti perkembangan ilmu dari zaman ke zaman. Dengan begitu 

manusia akan secara terus menerus berkembang dan berkemampuan untuk 

mempelajari ilmu yang ada dialam semesta ini salah satunya dengan bertafakur.  

Perkembangan ilmu dari zaman ke zaman yang dapat diketahui serupa dengan 

perkembangan orde  turunan yang mana orde turunan pada umumnya berupa 

bilangan bulat saja.  Kemudian orde tersebut berkembang dan digeneralisasikan 

bukan hanya bilangan bulat saja namun, orde bilangan yang bukan bilangan bulat, 

bisa berupa bilangan riil, rasional ataupun kompleks. Istilah tersebut dikenal dengan 

fraksional. Sehingga kajian sifat-sifat turunan fraksional kiri dan kanan merupakan 

salah satu bentuk implementasi dari hasil bertafakur.
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan  

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat diambil 

kesimpulan untuk suatu fungsi 𝑓(𝑥) yang terdefinisikan pada interval [𝑎, 𝑏] turunan 

fraksional dengan orde−𝛼 mempunyai sifat-sifat kiri dan kanan sebagai berikut: 

1. Suatu fungsi 𝑓(𝑥) yang terdefinisikan pada interval [𝑎, 𝑥) dapat diketahui sifat-

sifat turunan fraksional kiri berorde−𝛼 dengan 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛 

a. (𝒟𝑎+
𝛼  𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆(𝒟𝑎+

𝛼 𝑓)(𝑥) 

b. (𝒟𝑎+
𝛼 𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) + 𝒟𝑎+
𝛼 𝑔(𝑥) 

c. (𝒟𝑎+
𝛼 𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥)𝒟𝑎+
𝛼 𝑔(𝑥) 

d. 
𝒟𝑎+

𝛼+𝑚𝑓(𝑥) 
= 

𝒟𝑎+
𝛼 (

𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

e. 𝒟𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

f. 𝐼𝑎+
𝛼 𝒟𝑎+

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

g. 𝒟𝑎+
𝛼 (𝒟𝑎+

𝜇
𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑎+

𝜇 (𝒟𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑎+

𝛼+𝜇
𝑓(𝑥)   

2. Suatu fungsi 𝑓(𝑥) yang terdefinisikan pada interval (𝑥. 𝑏] dapat diketahui sifat-

sifat turunan fraksional kiri berorde−𝛼 dengan 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛 

a. (𝒟𝑏−
𝛼  𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜆(𝒟𝑏−

𝛼 𝑓)(𝑥) 

b. (𝒟𝑏−
𝛼 𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) + 𝒟𝑏−
𝛼 𝑔(𝑥) 

c. (𝒟𝑏−
𝛼 𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥)−𝒟𝑏−
𝛼 𝑔(𝑥) 
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d. 
𝒟𝑏−

𝛼+𝑚𝑓(𝑥) 
= 

𝒟𝑏−
𝛼 (

𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑏)(𝑏 − 𝑥)𝑗−𝛼−𝑚

Γ(1 + 𝑗 − 𝛼 − 𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

 

e. 𝒟𝑏−
𝛼 𝐼𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

f. 𝐼𝑏−
𝛼 𝒟𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

g. 𝒟𝑏−
𝛼 (𝒟𝑏−

𝜇
𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑏−

𝜇 (𝒟𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥)) = 𝒟𝑏−

𝛼+𝜇
𝑓(𝑥)   

 

4.2 Saran 

Penelitian ini membahas  sifat-sifat turunan fraksional kiri dan 

kanan dengan orde bilangan rill. Untuk penelitian selanjutnya dapat 

diteliti mengenai orde yang lebih luas lagi atau dapat mengaplikasikan 

pada ruang Lebesgue atau pada ruang Morrey yang diperumum.
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